
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2018

NÍVEL 3

Caderno de Questões Com Resoluções

LEIA COM ATENÇÃO

01. Só abra este caderno após ler todas as instruções e quando for autorizado pelos fiscais da sala.

02. Preencha os dados pessoais.

03. Não destaque as folhas desse caderno.

04. A primeira e a segunda questões são de proposições múltiplas; cada uma delas apresenta 5(cinco)
alternativas para você decidir e marcar na coluna apropriada quais são verdadeiras e quais são falsas.
As alternativas podem ser todas verdadeiras, todas falsas ou algumas verdadeiras e outras falsas. Na
folha de respostas, as verdadeiras devem ser marcadas na coluna V; as falsas, na coluna F.

05. As 3(três) últimas questões são discursivas e devem ser resolvidas, no Caderno de Questões, e na
página onde estão enunciadas.

06. Se o caderno não estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

07. Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

08. Assinale as respostas de cada uma das 2(duas) primeiras questões no corpo da prova e, só depois,
transfira os resultados para a folha de respostas.

09. Para marcar a folha de respostas, utilize apenas caneta esferográfica preta ou azul e faça as marcas de
acordo com o modelo• .

10. A marcação da folha de respostas é definitiva, não admitindo rasuras.

11. Não risque, não amasse, não dobre e não suje a folha de respostas, pois isso poderá prejudicá-lo.

12. Os fiscais não estão autorizados a emitir opinião nem a prestar esclarecimentos sobre o conteúdo das
provas. Cabe única e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

13. Se a Comissão verificar que a resposta de uma questão é dúbia ou inexistente, a questão será posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribúıdos entre as demais.

14. Duração da prova: 4 horas.

Nome:

Identidade: Órgão Expedidor:

Assinatura:
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01. As irmãs Joana e Ĺıvia aniversariam em 17 de fevereiro e em 03 de março, respectivamente. Elas observaram
que frequentemente as datas de seus aniversários ocorrem no mesmo dia da semana, como aconteceu em 2017 e
2018. Neste último ano, os aniversários de ambas ocorreram no sábado. Sabendo que 2016 foi um ano bissexto,
analise as afirmações a seguir, e marque (V) se a afirmação for verdadeira e (F) se a afirmação for falsa.

A – (V) (F) Em 2019, as datas dos aniversários de ambas ocorrerão em domingos.

B – (V) (F) Em 2020, Joana aniversariará em uma segunda-feira e Ĺıvia, em uma terça-feira.

C – (V) (F) Em 2021, as irmãs farão aniversários em dias diferentes da semana.

D – (V) (F) Se Joana nasceu em 1958, então o dia de seu nascimento ocorreu em uma segunda-feira.

E – (V) (F) Supondo que Joana nasceu em 1958, que a diferença das idades delas é menor do que 8 anos e que
Ĺıvia nasceu em uma terça-feira então o ano de nascimento de Ĺıvia é 1963.

RESPOSTAS DA QUESTÃO 01: V V F V F.

RESOLUÇÃO:

Sabendo que 2016 é bissexto, percebemos que 2020 será um ano bissexto, enquanto 2017, 2018, 2019 e 2021 não
são.

A – (V) Afirmação verdadeira. Como 365 = 7 · 52 + 1, então anos não bissextos possuem 52 semanas completas
e 1 dia. Portanto, as datas de dois anos seguidos que não são bissextos ocorrem em dias consecutivos da
semana. Como 2018 e 2019 não são bissextos, em 2019 temos que os aniversários das irmãs Joana e Ĺıvia
ocorrerão no dia da semana seguinte ao sábado, ou seja, no domingo.

B – (V) Afirmação verdadeira. Nos anos bissextos que têm 366 dias (52 semanas e 2 dias) as datas dos dias
anteriores a 29 de fevereiro ocorrem um dia consecutivo da semana em relação ao ano anterior. Já os dias
posteriores a 29 de fevereiro ocorrem dois dias da semana seguintes em relação ao ano anterior. Dessa
maneira, em 2020 o aniversário de Joana, que é antes de 29 de fevereiro, ocorrerá no dia da semana seguinte
em relação a 2019, ou seja, na segunda-feira. Já o aniversário de Ĺıvia, que é depois de 29 de fevereiro,
ocorrerá na terça-feira.

C – (F) Afirmação falsa. Para o ano de 2021, que vem após um ano bissexto, percebe-se que os dias até 28
de fevereiro ocorrerão dois dias da semana após o dia da semana do ano anterior e os dias a partir de 01
de março ocorrem no dia da semana consecutivo em relação ao ano anterior. Dessa maneira, em 2021 o
aniversário de ambas acontecerá na quarta-feira.

D – (V) Afirmação verdadeira. Se Joana nasceu em 1958, verificamos que até 2018 a data 17 de fevereiro ocorreu
61 vezes. Desconsiderando os anos bissextos, como 61 = 7 · 8 + 5, a data do seu nascimento ocorreria 5
dias da semana anteriores ao dia do seu aniversario em 2018. No entanto, sabemos que em cada ano após
anos bissextos o dia do aniversário de Joana translada dois dias. Então, considerando os anos bissextos
entre 1958 e 2018, que foram 15 = 7 · 2 + 1, temos que a translação de dias não alterou o dia da semana da
contagem anterior, que são 5. Assim, o dia de seu nascimento ocorreu em uma segunda-feira.

E – (F) Afirmação falsa. Pelo que foi descrito até aqui, percebemos que as irmãs aniversariam no mesmo dia
da semana sempre que o ano não é bissexto. Como a diferença entre suas idades é menor que 8 anos, Ĺıvia
pode ter nascido entre 1951 e 1965. Como afirmação anterior é verdadeira, temos que Joana nasceu em uma
segunda-feira, podemos montar a seguinte tabela:
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Ano 17 de fevereiro(JOANA) 03 de março (LÍVIA)

1951 SAB SAB

1952 DOM SEG

1953 TER TER

1954 QUA QUA

1955 QUI QUI

1956 SEX SAB

1957 DOM DOM

1958 SEG SEG

1959 TER TER

1960 QUA QUI

1961 SEX SEX

1962 SAB SAB

1963 DOM DOM

1964 SEG TER

1965 QUA QUA

Logo, Ĺıvia pode ter nascido em 1953, 1959 ou 1964.
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02. A curva de Minkowski é um fractal que possui várias aplicações industriais. Sua forma, por exemplo, é utilizada
na construção de antenas compactas para recepção de conexões sem fio (wireless) para celulares. Tal curva é
constrúıda por meio de um processo iterativo infinito da seguinte forma:

– Divida um segmento horizontal AB medindo L unidades de comprimento em quatro segmentos de medidas
iguais.

– Construa um quadrado com lado
L

4
unidades de comprimento acima do segundo segmento, tendo este como

um de seus lados, construa outro quadrado com lado de mesma medida abaixo do terceiro segmento, tendo
este como um de seus lados e remova o segundo e terceiro segmentos.

– A partir da segunda iteração repetimos esse processo para cada um dos segmentos de mesma medida for-
mados na iteração anterior.

As três primeiras iterações podem ser vistas na figura abaixo:

Se iniciarmos com um quadrado de lado L e para cada lado do quadrado repetimos a construção descrita acima,
obteremos a chamada ilha de Minkowski. As três primeiras iterações podem ser observadas na figura abaixo.

Analise as afirmações a seguir, e marque (V) se a afirmação for verdadeira e (F) se a afirmação for falsa.

A – (V) (F) A diferença entre os comprimentos das poligonais obtidas na quarta e terceira iteração da curva de
Minkowski é 2L unidades de comprimento.

B – (V) (F) A área da ilha de Minkowski é igual a L2 unidades de área.

C – (V) (F) Se L = 1 unidade de comprimento, o peŕımetro da ilha de Minkowski é maior do que 1 milhão de
unidades de comprimento.

D – (V) (F) A distância do ponto mais alto da curva de Minkowski ao segmento AB é
L

3
unidades de compri-

mento.

E – (V) (F) A área da região localizada abaixo da curva de Minkowski e acima do segmento AB mede
L2

8
unidades de área.
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RESPOSTAS DA QUESTÃO 02: F V V V F.

RESOLUÇÃO:

A – (F) Afirmação falsa. Observe que a cada iteração, a medida de cada segmento é 1/4 da medida do segmento
anterior e a quantidade de segmentos é 8 vezes a quantidade de segmentos da iteração anterior. Assim, o

comprimento das poligonais na terceira e quarta iterações são respectivamente 512 · L
64

= 8L unidades de

comprimento e 4096 · L
256

= 16L unidades de comprimento, portanto a diferença é igual a 8L unidades de

comprimento.

B – (V) Afirmação verdadeira. Observe que em cada iteração a área retirada corresponde a área adicionada,
portanto a área se mantém constante.

C – (V) Afirmação verdadeira. Observe que a cada iteração, o comprimento da poligonal dobra de tamanho.
Assim, o comprimento da curva de Minkowski é infinito.

D – (V) Afirmação verdadeira. Perceba que a cada iteração, a distância entre o ponto mais alto e o segmento

AB aumenta de acordo com uma progressão geométrica de razão
1

4
e primeiro termo

L

4
. Sendo h a medida

da altura do ponto mais alto da curva de Minkowski em relação ao segmento AB, temos

h =

L

4

1− 1

4

=
L

3
unidades de comprimento.

E – (F) Afirmação falsa. Perceba que a cada iteração, a área da região localizada abaixo da poligonal e acima

do segmento AB aumenta de acordo com uma progressão geométrica de razão
1

8
e primeiro termo igual a(

L

4

)2

. Sendo S a medida da área da região abaixo da curva de Minkowski e acima do segmento AB, temos

S =

L2

16

1− 1

8

=
L2

14
unidades de área.
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03. Na figura abaixo, temos um quarto de uma circunferência de raio l e uma semicircunferência.

Sabendo que ABCD é um quadrado. Determine a área do triângulo ∆ADO.

RESOLUÇÃO: Para facilitar o entendimento, seja P o ponto médio de BC, como na figura abaixo.

Observe que o triângulo ∆ADO tem dois lados medindo l unidades de comprimento que correspondem a raios
da circunferência maior. Seja β a medida do ângulo DÂO, perceba que

Área de ∆ADO =
l2sen(β)

2
.

Para encontrar informações sobre β, considere o segmento AP . Perceba agora que os triângulos ∆APO e ∆APB
são congruentes pelo caso lado-lado-lado de congruência, pois:
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– PB e OP têm medida l/2 unidades de comprimento, pois correspondem a raios da semicircunferência menor
e AO e AB têm medida l unidades de comprimento;

– AP é um lado em comum dos dois triângulos;

Como consequência, o ângulo AÔP mede 90◦, pois o ângulo AB̂P mede 90◦. Seja α a medida dos ângulos
congruentes OÂP e PÂB. Utilizando o teorema de Pitágoras em qualquer um dos triângulos ∆APB ou ∆AOP ,

descobriremos que o segmento AP tem medida
l
√

5

2
unidades de comprimento. Consequentemente,

sen(α) =
1√
5

e cos(α) =
2√
5
.

Note agora que

sen(β) = sen(90o − 2α) = sen(90o)cos(2α)− sen(2α)cos(90o) = cos(2α) = cos2(α)− sen2(α) =
3

5
.

Substituindo esse valor na expressão anterior, teremos:

Área de ∆ADO =
l2 · 3

5
2

=
3

10
l2.
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04. Dados F e F ′ pontos distintos fixados do plano e a um número real tal que 2a > FF ′. O lugar geométrico dos
pontos P do plano tais que FP + PF ′ = 2a é uma curva chamada elipse, representada pela figura a seguir.

Sejam B e B′ as interseções da mediatriz de FF ′ com a elipse e suponha que FF ′ = 2c e BB′ = 2b.

(a) Verifique a relação a2 = b2 + c2.

(b) Mostre que a reta bissetriz do ângulo formado pelo segmento PF e a semirreta oposta a semirreta
−−→
PF ′

possui apenas o ponto P em comum com a elipse. Tal bissetriz é a reta tangente a elipse no ponto P .

(c) Sejam Q e Q′, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas dos pontos F e F ′ à reta tangente a
elipse no ponto P , conforme figura abaixo. Demonstre que PQ · PQ′ = b2.
Este item, (c), foi anulado à um erro de digitação. A solicitação correta deveria ser:

Demonstre que FQ · F ′Q′ = b2 .

Assim a questão 04 passa a valer 30(trinta) pontos.
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RESOLUÇÃO:

(a) Os pontos B e B′ são equidistantes de F e F ′ (BB′ mediatriz de FF ′) e como pertencem a elipse, temos
que:

FB = F ′B = FB′ = F ′B′

e

FB + F ′B = FB′ + F ′B′ = 2a

Logo,
FB = F ′B = FB′ = F ′B′ = a.

Isto implica que FF ′ é mediatriz de BB′, dáı OB = b. Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo AOB
segue-se o resultado.

(b) Considere o ponto E na semirreta oposta a
−−→
PF ′ tal que PE = PF . Desta forma, EF ′ = 2a.

Sejam t a reta bissetriz do ângulo ∠FPE, e Q um ponto qualquer de t diferente de P.

Uma vez que o triângulo FEP é isósceles, a bissetriz relativa a sua base coincide com altura e mediana,
logo t é mediatriz do segmento FE e FQ = EQ.

Portanto, usando a desigualdade triangular,

FQ+QF ′ = EQ+QF ′ > EF ′ = 2a

donde Q é não pertence à elipse. Assim, P é o único ponto de t que pertence à elipse.
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(c) Façamos FQ = x e F ′Q′ = y. Pelo item (b) o ponto E simétrico de F em relação à reta QQ′ e pertence à
reta PF ′. Sejam D e H os pés das perpendiculares a reta F ′Q′ baixadas de E e F , respectivamente.

Note EFHD é um retângulo, logo FH = ED. Aplicando o teorema de Pitágoras aos triângulos FF ′H e
EF ′D temos:

FH
2

= ED
2 ⇐⇒ (2c)2 − (y − x)2 = (2a)2 − (y + x)2

⇐⇒ (y + x)2 − (y − x)2 = 4(a2 − c2)
⇐⇒ 4xy = 4b2,

ou seja,
FQ · F ′Q′ = b2.
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05. Alice e Clarinha estavam estudando para as olimṕıadas de matemática e encontraram o seguinte problema

“ Dado n ∈ N com n ≥ 2, existe uma lista formada por n inteiros positivos consecutivos contendo apenas um
único número primo?”

Elas perguntaram para tio Dk: “É verdade isso?”

Tio Dk respondeu: “Vamos ver! Para n = 2 é fácil encontrar exemplos disso. Se p é primo, então “p, p + 1” ou
“p−1, p” formam listas de n = 2 números inteiros positivos e consecutivos com apenas um primo. Analogamente
se n = 3 e p é um primo maior do que 3, então “p−1, p, p+1” é uma lista com n = 3 inteiros positivos consecutivos
com apenas um número primo”. Depois disso, tio Dk propôs:

(a) Exibam uma lista com 13 inteiros consecutivos contendo apenas um número primo.

(b) Agora verifiquem se é verdade que para todo n ∈ N com n ≥ 2, existe uma lista formada por n inteiros
positivos consecutivos contendo apenas um único número primo.

Faça o que tio DK propôs !

RESOLUÇÃO:

(a) Note que a lista 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96 contém 13 números inteiros consecutivos com
apenas um número primo que é 89.

(b) O resultado é verdadeiro. Dado n ≥ 2, considere a lista de n − 1 inteiros consecutivos (no caso n = 2 esta
lista contém apenas um número)

n! + 2, n! + 3, n! + 4, ..., n! + n. (1)

Note que para cada 2 ≤ i ≤ n, temos

n! + i = 1 · 2 · ... · (i− 1) · i · (i+ 1) · ... · n+ i = i · [(1 · 2 · ...(i− 1)(i+ 1) · ... · n) + 1].

Isso nos mostra que n! + i é um número composto, para cada 2 ≤ i ≤ n, pois i é um de seus fatores. Assim,
(1) forma uma lista de n− 1 inteiros positivos consecutivos e compostos.

Tome agora p o maior primo que satisfaz p ≤ n! + 1. Nessa situação, pela maximalidade de p, temos que

p+ 1, p+ 2, p+ 3, ... , p+ n− 1,

é uma lista contendo n− 1 números inteiros positivos consecutivos e compostos. Portanto,

p, p+ 1, p+ 2, p+ 3, ... , p+ n− 1,

é um lista de n inteiros positivos consecutivos contendo apenas um único primo, o número p.
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