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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 abra este caderno apés ler todas as instrucoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
Preencha os dados pessoais.
Nao destaque as folhas desse caderno.

A primeira e a segunda questoes sao de proposigoes muiltiplas; cada uma delas apresenta 5(cinco)
alternativas para vocé decidir e marcar na coluna apropriada quais sdo verdadeiras e quais sao falsas.
As alternativas podem ser todas verdadeiras, todas falsas ou algumas verdadeiras e outras falsas. Na
folha de respostas, as verdadeiras devem ser marcadas na coluna V; as falsas, na coluna F.

As 3(trés) ultimas questoes sado discursivas e devem ser resolvidas, no Caderno de Questoes, e na
pagina onde estao enunciadas.

Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

Assinale as respostas de cada uma das 2(duas) primeiras questoes no corpo da prova e, sé depois,
transfira os resultados para a folha de respostas.

Para marcar a folha de respostas, utilize apenas caneta esferografica preta ou azul e faca as marcas de
acordo com o modelo @ .

A marcacao da folha de respostas é definitiva, ndo admitindo rasuras.
Nao risque, ndo amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso poderd prejudica-lo.

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opiniao nem a prestar esclarecimentos sobre o contetido das
provas. Cabe unica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao serd posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

Duracao da prova: 4 horas.




01. As irmas Joana e Livia aniversariam em 17 de fevereiro e em 03 de marco, respectivamente. Elas observaram
que frequentemente as datas de seus aniversarios ocorrem no mesmo dia da semana, como aconteceu em 2017 e
2018. Neste ultimo ano, os aniversarios de ambas ocorreram no sabado. Sabendo que 2016 foi um ano bissexto,
analise as afirmagoes a seguir, e marque (V) se a afirmagao for verdadeira e (F) se a afirmagao for falsa.

V) (F) Em 2019, as datas dos aniversérios de ambas ocorrerao em domingos.
(F) Em 2020, Joana aniversariard em uma segunda-feira e Livia, em uma terca-feira.

(F) Em 2021, as irmas farao aniversarios em dias diferentes da semana.

V) (F) Se Joana nasceu em 1958, entao o dia de seu nascimento ocorreu em uma segunda-feira.
(

— (V) (F) Supondo que Joana nasceu em 1958, que a diferenca das idades delas é menor do que 8 anos e que
Livia nasceu em uma terca-feira entao o ano de nascimento de Livia é 1963.

RESPOSTAS DA QUESTAO 01: VV F V F.

RESOLUCAO:

Sabendo que 2016 é bissexto, percebemos que 2020 serd um ano bissexto, enquanto 2017,2018, 2019 e 2021 nao
Sao0.

A — (V) Afirmacao verdadeira. Como 365 = 752+ 1, entdo anos nao bissextos possuem 52 semanas completas
e 1 dia. Portanto, as datas de dois anos seguidos que nao sao bissextos ocorrem em dias consecutivos da
semana. Como 2018 e 2019 nao sdo bissextos, em 2019 temos que os aniversarios das irmas Joana e Livia
ocorrerao no dia da semana seguinte ao sabado, ou seja, no domingo.

B - (V) Afirmacao verdadeira. Nos anos bissextos que tém 366 dias (52 semanas e 2 dias) as datas dos dias
anteriores a 29 de fevereiro ocorrem um dia consecutivo da semana em relagao ao ano anterior. Ja os dias
posteriores a 29 de fevereiro ocorrem dois dias da semana seguintes em relacao ao ano anterior. Dessa
maneira, em 2020 o aniversario de Joana, que é antes de 29 de fevereiro, ocorrerd no dia da semana seguinte
em relagao a 2019, ou seja, na segunda-feira. J4 o aniversario de Livia, que é depois de 29 de fevereiro,
ocorrera na terga-feira.

C — (F) Afirmacao falsa. Para o ano de 2021, que vem apés um ano bissexto, percebe-se que os dias até 28
de fevereiro ocorrerao dois dias da semana apods o dia da semana do ano anterior e os dias a partir de 01
de margo ocorrem no dia da semana consecutivo em relacao ao ano anterior. Dessa maneira, em 2021 o
aniversario de ambas acontecerd na quarta-feira.

D — (V) Afirmacao verdadeira. Se Joana nasceu em 1958, verificamos que até 2018 a data 17 de fevereiro ocorreu
61 vezes. Desconsiderando os anos bissextos, como 61 = 7 -8 + 5, a data do seu nascimento ocorreria 5
dias da semana anteriores ao dia do seu aniversario em 2018. No entanto, sabemos que em cada ano apds
anos bissextos o dia do aniversario de Joana translada dois dias. Entao, considerando os anos bissextos
entre 1958 e 2018, que foram 15 =72+ 1, temos que a translacao de dias nao alterou o dia da semana da
contagem anterior, que sao 5. Assim, o dia de seu nascimento ocorreu em uma segunda-feira.

E — (F) Afirmagao falsa. Pelo que foi descrito até aqui, percebemos que as irmas aniversariam no mesmo dia
da semana sempre que o ano nao é bissexto. Como a diferenca entre suas idades é menor que 8 anos, Livia
pode ter nascido entre 1951 e 1965. Como afirmagcao anterior é verdadeira, temos que Joana nasceu em uma
segunda-feira, podemos montar a seguinte tabela:




Ano | 17 de fevereiro(JOANA) | 03 de marco (LIVIA)
1951 SAB SAB
1952 DOM SEG
1953 TER TER
1954 QUA QUA
1955 QUI QUI
1956 SEX SAB
1957 DOM DOM
| 1958 | SEG SEG
1959 TER TER
1960 QUA QUI
1961 SEX SEX
1962 SAB SAB
1963 DOM DOM
1964 SEG TER
1965 QUA QUA

Logo, Livia pode ter nascido em 1953, 1959 ou 1964.




02. A curva de Minkowski é um fractal que possui varias aplicacdes industriais. Sua forma, por exemplo, é utilizada
na construcao de antenas compactas para recepgao de conexoes sem fio (wireless) para celulares. Tal curva é
construida por meio de um processo iterativo infinito da seguinte forma:

— Divida um segmento horizontal AB medindo L unidades de comprimento em quatro segmentos de medidas
iguais.

L . .
— Construa um quadrado com lado — unidades de comprimento acima do segundo segmento, tendo este como

um de seus lados, construa outro quadrado com lado de mesma medida abaixo do terceiro segmento, tendo
este como um de seus lados e remova o segundo e terceiro segmentos.

— A partir da segunda iteracao repetimos esse processo para cada um dos segmentos de mesma medida for-
mados na iteracao anterior.

As trés primeiras iteragoes podem ser vistas na figura abaixo:

Se iniciarmos com um quadrado de lado L e para cada lado do quadrado repetimos a construgao descrita acima,
obteremos a chamada ilha de Minkowski. As trés primeiras iteragoes podem ser observadas na figura abaixo.

i

Analise as afirmacoes a seguir, e marque (V) se a afirmagao for verdadeira e (F) se a afirmagao for falsa.

A — (V) (F) A diferenga entre os comprimentos das poligonais obtidas na quarta e terceira iteragao da curva de
Minkowski é 2L unidades de comprimento.

B — (V) (F) A 4rea da ilha de Minkowski é igual a L? unidades de area.

C — (V) (F) Se L =1 unidade de comprimento, o perimetro da ilha de Minkowski é maior do que 1 milhao de
unidades de comprimento.

—, L
D — (V) (F) A distancia do ponto mais alto da curva de Minkowski ao segmento AB é 3 unidades de compri-

mento.
2

E - (V) (F) A 4rea da regido localizada abaixo da curva de Minkowski e acima do segmento AB mede <

unidades de area.




RESPOSTAS DA QUESTAO 02: F V'V V F.

RESOLUCAO:

A — (F) Afirmagao falsa. Observe que a cada iteracao, a medida de cada segmento é 1/4 da medida do segmento
anterior e a quantidade de segmentos é 8 vezes a quantidade de segmentos da iteragdo anterior. Assim, o

comprimento das poligonais na terceira e quarta iteragoes sao respectivamente 512 - 6= 8L unidades de

comprimento e 4096 - 256 = 16 L unidades de comprimento, portanto a diferenga é igual a 8L unidades de
comprimento.

B - (V) Afirmagao verdadeira. Observe que em cada iteragdo a area retirada corresponde a area adicionada,
portanto a area se mantém constante.

C — (V) Afirmagao verdadeira. Observe que a cada iteragao, o comprimento da poligonal dobra de tamanho.
Assim, o comprimento da curva de Minkowski é infinito.

D - (V) Afirmagao verdadeira. Perceba que a cada iteracao, a distancia entre o ponto mais alto e o segmento
S L
AB aumenta de acordo com uma progressao geométrica de razao 1 e primeiro termo 1 Sendo h a medida

da altura do ponto mais alto da curva de Minkowski em relacdo ao segmento AB, temos

L
h=—4 __ 3 unidades de comprimento.

E — (F) Afirmacao falsa. Perceba que a cada iteracdo, a drea da regido localizada abaixo da poligonal e acima

~ .1
do segmento AB aumenta de acordo com uma progressao geométrica de razao 3 e primeiro termo igual a

L\? S
<> . Sendo S a medida da area da regidao abaixo da curva de Minkowski e acima do segmento A B, temos

L2
“ 12
S = il = 1 unidades de area.
=3




03. Na figura abaixo, temos um quarto de uma circunferéncia de raio [ e uma semicircunferéncia.

C

Sabendo que ABCD é um quadrado. Determine a area do triangulo AADO.

RESOLUCAO: Para facilitar o entendimento, seja P o ponto médio de BC', como na figura abaixo.

C

A

Observe que o triangulo AADO tem dois lados medindo [ unidades de comprimento que correspondem a raios
da circunferéncia maior. Seja 8 a medida do angulo DAQ, perceba que

2sen(p)

Area de AADO = 5

Para encontrar informacdes sobre 3, considere o segmento AP. Perceba agora que os tridangulos AAPO e AAPB
sao congruentes pelo caso lado-lado-lado de congruéncia, pois:




— PB e OP tém medida [/2 unidades de comprimento, pois correspondem a raios da semicircunferéncia menor
e AO e AB tém medida [ unidades de comprimento;

— AP é um lado em comum dos dois triangulos;

Como consequéncia, o _angulo AOP mede 90°, pois o angulo ABP mede 90°. Seja o a medida dos angulos
congruentes OAP e PAB. Utilizando o teorema de Pitdgoras em qualquer um dos tridngulos AAPB ou AAOP,

descobriremos que o segmento AP tem medida - unidades de comprimento. Consequentemente,

e cos(a) =

5

(0) =
sen(a) = —
V5
Note agora que

sen(B) = sen(90° — 2a) = sen(90°)cos(2a) — sen(2a)cos(90°) = cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) = g

Substituindo esse valor na expressao anterior, teremos:

2.

, B 3 9
Area de AADO = 5 10l
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04. Dados F e F’ pontos distintos fixados do plano e a um ntmero real tal que 2a > FF'. O lugar geométrico dos
pontos P do plano tais que F'P 4+ PF’ = 2a é uma curva chamada elipse, representada pela figura a seguir.

Sejam B e B’ as intersecoes da mediatriz de F'F’ com a elipse e suponha que FF' = 2c e BB’ = 2b.

(a) Verifique a relacio a? = b% + c2.

—
(b) Mostre que a reta bissetriz do angulo formado pelo segmento PF e a semirreta oposta a semirreta PF’
possui apenas o ponto P em comum com a elipse. Tal bissetriz é a reta tangente a elipse no ponto P.

(¢) Sejam Q e @', respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas dos pontos F' e F’ a reta tangente a
elipse no ponto P, conforme figura abaixo. Demonstre que PQ - PQ’ = b?.
Este item, (c), foi anulado & um erro de digitagao. A solicitagao correta deveria ser:

Demonstre que FQ - F'Q" = b? .

Assim a questao 04 passa a valer 30(trinta) pontos.




RESOLUCAO:

(a) Os pontos B e B’ sdo equidistantes de F' e F' (BB’ mediatriz de F'F') e como pertencem a elipse, temos

que:
FB=FB=FB =F'B
e
FB+FB=FB +FB =2a
Logo,

FB=FB=FB =FDB =a.

Isto implica que FF’ é mediatriz de BB’, dai OB = b. Aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo AOB
segue-se o resultado.

— - .
(b) Considere o ponto F na semirreta oposta a PF’ tal que PE = PF. Desta forma, EF’ = 2a.
Sejam t a reta bissetriz do angulo ZFPE, e (Q um ponto qualquer de t diferente de P.

Uma vez que o triangulo FFEP é isésceles, a bissetriz relativa a sua base coincide com altura e mediana,
logo t é mediatriz do segmento F'F e F'Q = EQ.

Portanto, usando a desigualdade triangular,

FQ+QF =EQ+QF > EF' =2a

donde () é nao pertence a elipse. Assim, P é o tinico ponto de ¢ que pertence a elipse.




(c) Fagamos FQ = z e F'Q’ = y. Pelo item (b) o ponto E simétrico de F' em relacdo a reta QQ’ e pertence &
reta PF'. Sejam D e H os pés das perpendiculares a reta F'Q’ baixadas de E e F, respectivamente.

Note EFHD ¢ um retangulo, logo FH = ED. Aplicando o teorema de Pitdgoras aos triangulos FF'H e
EF'D temos:

FH =ED = (20%—(y—2)® = (20)> — (y + 2)°

)
= (y+a)-(y—2)?=4"-¢)
= dzy = 4b?,

ou seja,
FQ-F'Q = b

10




05. Alice e Clarinha estavam estudando para as olimpifadas de matematica e encontraram o seguinte problema

“Dado n € N com n > 2, existe uma lista formada por n inteiros positivos consecutivos contendo apenas um
tnico nimero primo?”

Elas perguntaram para tio Dk: “E verdade isso?”

Tio Dk respondeu: “Vamos ver! Para n = 2 é facil encontrar exemplos disso. Se p é primo, entao “p,p + 1”7 ou

up _

1,p” formam listas de n = 2 nimeros inteiros positivos e consecutivos com apenas um primo. Analogamente

sen = 3 e p ¢ um primo maior do que 3, entao “p—1,p,p+1” é uma lista com n = 3 inteiros positivos consecutivos
com apenas um numero primo”. Depois disso, tio Dk propos:

(a)
(b)

Exibam uma lista com 13 inteiros consecutivos contendo apenas um numero primo.

Agora verifiquem se é verdade que para todo n € N com n > 2, existe uma lista formada por n inteiros
positivos consecutivos contendo apenas um tnico nimero primo.

Faca o que tio DK propos !

RESOLUCAO:

(a)
(b)

Note que a lista 84,85, 86,87, 88,89,90,91,92,93,94,95,96 contém 13 nimeros inteiros consecutivos com
apenas um numero primo que é 89.

O resultado é verdadeiro. Dado n > 2, considere a lista de n — 1 inteiros consecutivos (no caso n = 2 esta
lista contém apenas um nuimero)

n+2,n+3,n+4, .., n+n. (1)
Note que para cada 2 < i < n, temos
nl+i=1-2-...-i—1)-i-(i+1)-...on+i=i-[(1-2-...(i—1(+1) ...-n)+1].

Isso nos mostra que n! + i é um nimero composto, para cada 2 < i < n, pois 7 é um de seus fatores. Assim,
(1) forma uma lista de n — 1 inteiros positivos consecutivos e compostos.

Tome agora p o maior primo que satisfaz p < n!+ 1. Nessa situacao, pela maximalidade de p, temos que
p+1Lp+2,p+3,...,p+n—1,
é uma lista contendo n — 1 niimeros inteiros positivos consecutivos e compostos. Portanto,
p,p+1L,p+2,p+3,... ,p+n—1,

¢ um lista de n inteiros positivos consecutivos contendo apenas um unico primo, o nimero p.
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