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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 abra este caderno apés ler todas as instrucoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
Preencha os dados pessoais.
Nao destaque as folhas desse caderno.

A primeira e a segunda questoes sao de proposigoes muiltiplas; cada uma delas apresenta 5(cinco)
alternativas para vocé decidir e marcar na coluna apropriada quais sdo verdadeiras e quais sao falsas.
As alternativas podem ser todas verdadeiras, todas falsas ou algumas verdadeiras e outras falsas. Na
folha de respostas, as verdadeiras devem ser marcadas na coluna V; as falsas, na coluna F.

As 3(trés) ultimas questoes sado discursivas e devem ser resolvidas, no Caderno de Questoes, e na
pagina onde estao enunciadas.

Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

Assinale as respostas de cada uma das 2(duas) primeiras questoes no corpo da prova e, sé depois,
transfira os resultados para a folha de respostas.

Para marcar a folha de respostas, utilize apenas caneta esferografica preta ou azul e faca as marcas de
acordo com o modelo @ .

A marcacao da folha de respostas é definitiva, ndo admitindo rasuras.
Nao risque, ndo amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso poderd prejudica-lo.

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opiniao nem a prestar esclarecimentos sobre o contetido das
provas. Cabe unica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao serd posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

Duracao da prova: 4 horas.




01. No programa “Os Irracionais”, da emissora de radio FM 3.14, alguns pares de ntmeros foram sorteados para
irem juntos assistir a grande final da Olimpiada de Matematica da terra do w-raia. Sabendo que os niimeros 0

e —— nao participaram do sorteio e que os pares de nimeros racionais sorteados (A; B) satisfazem a seguinte
identidade:

4B*+ B

2A2+5A

Verifique as afirmagoes a seguir atribuindo (V) se a afirmacao for verdadeira e (F) se a afirmacao for falsa.

15 25
A - (V) (F) <—2; —4) pode ter sido um par de nimeros racionais sorteado.
15 . . .
(V) (F) A= —5 hao pode ter sido sorteado junto com um nimero natural B.

B _
C — (V) (F) Se o par (A; B) é sorteado, entdao A e B nao podem ser ntimeros inteiros simultaneamente.
D

(V) (F) Se o par (A;B) é sorteado e A e B sao ambos numeros inteiros, entdo, obrigatoriamente, sao
positivos.

E - (V) (F) Apenas dois pares de nimeros inteiros podem ter sido sorteados.

RESPOSTAS DA QUESTAO 02: VFF F V.

RESOLUCAO:
A — (V) Afirmacao verdadeira.
1
FazendoA:—?E)eB:—ZE),temos que
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B - (F) Afirmagao falsa.

15
Se A= - temos que

4B® + B 4B*+ B

—_— = = 4B? — 150 = 0.
547 1 5A & = 2 & B+ B 50=0

Resolvendo a equacao do segundo grau em B, obtemos

A= (1) —4-4-(—150) = 1 + 2400 = 2401.

—1++/2401 25
B=— Bi=——eBy=6.
2.4 = 1 1 € Do 6
15 , .
Logo, A = -5 e B = 6 formam um par de nimeros que pode ter sido sorteado.

C — (F) Afirmacao falsa.
D - (V) Afirmagao falsa.




E — (V) Afirmacao verdadeira.
Responderemos os itens (C), (D) e (E) com o mesmo argumento.
Observe que

4B*+ B 5 ) 5 25 9 25
— T~ _9 4B%2 + B =442+ 10A AB2 + B+ 25 —4A%2 1104+ =2
2A7 154 & + + 104 < 5+ +0+4<:>
1 99 5\ 2 5\ 2 1\%2 99
4B+ B+ — + — =24+ = 2A+ =) —(2B+>) ==.
TPt 16 ( +2> @< +2> ( +4> 16

Dai usando o produto notével 22 —y% = (x + y) - (x — y), segue que
4B*+ B 11 9\ 99
TP 9A+2B+—)-(24-2B+°) =2
242 1 54 ‘:)( * +4> ( +4> 6 =
(SA+ 8B +11) - (8A — 8B +9) = 99.

Como estamos buscando A e B inteiros, temos que (84 + 8B + 11)-(8A4 — 8B + 9) é um produto de ntiimeros
inteiros. Além disso, temos as seguintes possibilidades para 99 ser escrito como produto de niimeros inteiros:

£ 99 =199
£ 99 = (—1) - (—99)
£ 99 = (3) - (33)
« 99 = (=3) - (—33)
£ 99 = (9) - (11)
x99 = (=9) - (—11)

Se 99 = 1-99 temos

8A—-8B+9=99 84A—-8B+9=1

Neste caso, temos como respectivas solugoes A =5e B = —25/4 ¢ Z ou A =5 e B = 6. Portanto, (C) é
Falso.

{8A+8B+11:1 {8A+SB+11:99

Se 99 = (—1) - (—99) temos

8A+8B+11=-1 8A+8B+11=-99
u
8A—-8B+9=-99 8A—-8B+9=-1

em ambos os casos A = —15/2 < 0.

Se 99 = 3 - 33 temos
{8A+8B+11:3 {8A+8B+11:33
ou

8A—-8B+9 =233 8A—-8B+9=3
Neste caso, temos como respectivas solugdes A =1e B=T7/4¢ Zou A=1e B = —2. Assim, (D) é Falso.
Por fim, se 99 = (—3) - (—33) temos
{8A+SB+11:—3 {8A+SB+11:—33

8A—8B+9=-33 ' |84—8B+9—-3
em ambos os casos A =—7/2 < 0.
Se 99 =9-11 temos
8A+8B+11=9 8A+8B+11 =11
8A—8B+9=11 = 184—8B+9=09

em ambos os casos A = 0.
Se 99 = (—9) - (—11) temos

{8A+SB+11:—9 {8A+SB+11:—11

ou
8A-8B+9=-11 8A—-8B+9=-9
em ambos os casos A = —5/2 < 0.
Logo, A=5e B=60ouA=1e B = —2s30 as unicas solugoes inteiras. Portanto, (E) é Verdadeiro.




Se 99 = (—1) - (—99) temos

84A+8B+11=-1 8A+8B+11=-99
ou
8A—-8B+9=-99 8A-8B+9=-1

em ambos os casos A = —15/2 < 0.

Se 99 = 3 - 33 temos

8A+8B+11=3 8A+8B+11=33
ou
8A—-8B+9=233 8A—-8B+9=3

Neste caso, temos como respectivas solucoes A=1e B=—-2ouA=1e B=7/4 ¢ Z. Assim, (D) é Falso.

Por fim, se 99 = (—3) - (—33) temos

8A+8B+11=-3 8A+8B+11=-33
ou
8A—-8B+9=-33 8A—-8B+9=-3

em ambos os casos A = —7/2 < 0.
Se 99 =9 - 11 temos
8A+8B+11=9 8A+8B+11=11
o
SA—8B+9=11  |SA—8B+9=9
em ambos os casos A = 0.
Se 99 = (—9) - (—11) temos
8A+8B+11=-9 8A+8B+11=-11
ou
8A—-8B+9=-11 8A—-8B+9=-9
em ambos os casos A = —5/2 < 0.
Logo, A=5e B=60ou A=1e B = —2sao as unicas solugoes inteiras. Portanto, (F) é Verdadeiro.




02. Cinco amigos, Edgar, Gilson, Lorena, Marcelo e Tanaka decidem tomar sorvete. Ao chegar na sorveteria, desco-
brem que sao oferecidos apenas 6 sabores: baunilha, chocolate, doce de leite, flocos, morango e pagoca.

Verifique as afirmagoes a seguir atribuindo (V) se a afirmacao for verdadeira e (F) se a afirmacao for falsa.

A — (V) (F) Sabendo que Edgar gosta de todos os sabores, o niimero de maneiras para Edgar escolher um sorvete
com 3 bolas é 20.

B - (V) (F) Considerando que Gilson deseja escolher pelo menos uma bola de chocolate, o niimero de maneiras
para Gilson escolher um sorvete com 5 bolas é 189.

C — (V) (F) Lorena esté decidindo entre comprar um sorvete com 1 bola, 2 bolas, 3 bolas ou 4 bolas. O nimero
de maneiras para Lorena tomar esta decisao é 209.

D — (V) (F) Marcelo deseja escolher um sorvete de 4 bolas de modo que haja mais bolas de pagoca do que de
doce de leite. O ntimero de maneiras que ele pode escolher este sorvete é 80.

E - (V) (F) Tanaka deseja escolher um sorvete de 5 bolas sendo, no méximo, duas delas de flocos. O ntimero de
maneiras de ele fazer essa escolha é 231.

RESPOSTAS DA QUESTAO 02: F F V V V.

RESOLUCAO:

A — (F) Afirmagao falsa. Denote por b, c,d, f, m,p, respectivamente, a quantidade de bolas dos sabores bau-
nilha, chocolate, doce de leite, flocos, morango e pagoca. O nimero de modos de se escolher um sorvete
com 3 bolas a partir dos 6 sabores oferecidos corresponde ao nimero de solugoes inteiras nao negativas da
equagio b+c+d+ f+m+p =3, que 6 C3 =56 ou Pg"r’ = 56.

B - (F) Afirmacao falsa. Neste caso, procuramos as solucoes inteiras nao-negativas de b+c+d+f+m+p=>5
com ¢ > 1. Fazendo ¢ = ¢ — 1, temos que o problema equivale a contar as solucoes inteiras nao negativas
de b+ +d+ f+m+p=4. Portanto, temos P;’5 = 126 modos de se escolher um sorvete de 5 sabores
com, pelo menos, uma bola de chocolate.

C — (V) Afirmagao verdadeira. Considere a inequacao b+ c+d+ f +m + p < 4. Temos que o ntumero de
solucoes inteiras nao negativas da inequagao fornece o nimero de maneiras de se escolher um sorvete com
no maximo 4 sabores. Note que cada solucao da inequagdao b+ c+d+ f + m + p < 4 corresponde a uma
Unica solugao da equacao b+c+d+ f+m+p=4,onde X =4—c—b—d— f—m— p. Reciprocamente,
cada solugdo de b+c+d+ f+m+p+ X = 4 corresponde a uma Unica solugdo de b+c+d+ f+m+p < 4.
Portanto, basta contar as solucoes de b+c+d+ f+m+p+ X =4, e subtrair 1, pois o sorvete precisa ter

) f o, A6
pelo menos uma bola. Portanto o niimero de sorvetes possiveis ¢ Pj;” — 1 = 209.

D - (V) Afirmacao verdadeira. Temos dois casos para o nimero de bolas de sorvete de doce de leite.
Primeiro caso: d =0, com p =1 ou 2 ou 3 ou 4;

Segundo caso: d =1, com p = 2 ou 3.
No primero caso, temos:
b+c+0+f+m+1 :4¢Pg”3 solucoes;
b+c+0+f+m+2:4éP52’3 solugdes;
b+c+ 0+ f+m+3=4= 4 solugao;
b+c+0+4+ f+m+4=4= 1 solugao.
No segundo caso, temos:
b+c+ 1+ f+m+2=4= 4 solugoes;
b+c+ 14+ f+m+3=4= 1 solugao.
O ntmero total de solugoes é Pg’?’ + P52’3 +4+1+4+1=280.

E — (V) Afirmagao verdadeira. Temos os casos: f =0, f =1e f =2. Logo
b+c+d+0+m+p=5= Pgl"r’ solugoes;
b+c+d+1+m+p=5= P;A solucoes;
b+c+d+2+m+p= 5:>P73’4 solucoes.

O numero total de solugoes é Pé’5 + ]384’4 + P73’4 =126 470 + 35 = 231.




03. O 7 — raia convidou dois grupos de amigos {a1, aa, as} e {b1, by, b3}, todos nimeros reais positivos, para uma
tarde de jogo com desigualdades.

1. Os grupos quando estao juntos ficam “mais fortes” do que misturados. Mostre que essa “forca” satisfaz a

seguinte desigualdade:
3 3 3 2
i=1 i=1 i=1

f: R—=>R

3
flz) = Z(ai'w—bif.
i=1

Sugestao: Defina a fungao

2. Sabendo que o ™ — raia e seus amigos satisfazem a relagao
a1~a2'a3:1 (§] bl‘bg‘b3:ﬂ'3.
Mostre, usando a “forca” do item 1, a validade da seguinte desigualdade:

b%+b§+b§+b§+b§+b§+b‘f+b§+b§ -

af a3 a3
RESOLUCAO:
1. Seguindo a sugestao, defina
f: R>R
3
= Y
=1

Uma vez que (a; - & — bi)2 > 0, para cada i € {1, 2,3}, segue que f(z) > 0, para todo x € R. Por outro lado,

(ai-x—bi)2:a?-x2—2‘ai-bi+b?, Vi€{1,2,3}.

Assim, f é uma funcdo do segundo grau nao-negativa, isto é, f tem no maximo uma raiz real.

De onde, concluimos que

Em outras palavras, temos que o discriminante referente a equacao

() -+ (59)-

é negativo. Entao,




2. Em primeiro lugar, note que

2402 +02 B2 +b2+02 b2+ b2+ b2 1 1 1
S = (St ) (B b))
ai as ai 1 a3 ag

Dai, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

<a12+12+a12>-(b%+b§+b§) = (Z%) : (be)

1 a3 3

Por outro lado, usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

br | bo | b3
TR U

3 ~Var az ag
_ s/ bi-ba-b3
aj - ag - as
= Y 7T3
=T.
De onde, segue que
b1 by b3

—+—=—+—=2>3-.
al as as

Das estimativas (1), (2) e (3), segue a desigualdade desejada.




04. Dois feixes de luz sdo lancados do ponto F na figura abaixo em direciio aos pontos E e P que estdo a mesma
distancia do ponto F' . No caminho do feixe que sai de F' na direcao de E, é colocado um espelho num ponto
Y para desviar o feixe em direcado ao ponto W no feixe F'P. Porém, o feixe refletiu em diregdo ao ponto P.
Sabe-se que o angulo F Y P mede 140°, que a medida do segmento EP ¢ igual a medida do segmento W P, que
o triangulo AFY P é is6sceles e que ao rotacionar um pouco o espelho mantendo o ponto Y fixo conseguiu-se
um feixe incidente em W. Sendo 8 o angulo entre o feixe incidente em Y e o feixe refletido que passa por W,
determine f3.

oE

\

Resolugao:

Complete o desenho para um tridngulo isésceles com vértice em F', trace o segmento EW.

E
Y

W p

Observe que o angulo Y PE mede 60°, e o angulo PEW mede 50°, pois, por construcao o AW PE é isésceles e
possui angulo do vértice igual a 80°, visto que o triangulo AF PFE ¢ isésceles e o angulo PFE mede 20°.

E

P

Agora, construa um segmento TP de forma que o tridngulo APTE seja isosceles com angulo do vértice medindo
20°.




Olhando para o tridngulo APWT, observe que a medida do segmento W P é igual & medida do segmento TP e
o angulo W PT mede 60°. Assim, o tridngulo APWT é equilatero e o angulo TW E mede 10°.

Desta forma, o angulo Y PT mede 40° e o angulo T Y P mede 40° (para ver isso olhe para o tridngulo AY PE,
observando a soma dos angulos internos).

E

P

Segue que o triangulo AY PT' é isosceles e, assim, a medida do segmento T'P ¢ igual a medida do segmento TY .
E como a medida do segmento TW ¢ igual a medida do segmento TP, segue que o triangulo ATWY é isésceles
e com o angulo do vértice WTY medindo 40°. Assim, o angulo WY P mede 30° e consequentemente 8 mede
110°, pois o angulo TYW mede 70°.




05. Um par de ntimeros inteiros (a,b) é chamado de acidental quando ambas as razdes abaixo

a’—b+a b —a+b

—_— e —

ab—a—1 ab—b—1’
sao numeros naturais. Encontre todos os pares de inteiros acidentais com a > 1e b > 1.
RESOLUCAO:

Como a>1eb>1temos que ab—a—1e ab—b— 1 sao ambos positivos. Como

a?—b+a 2 —a+b
ab—a—1 ¢ ab—b—-1

2

sdo nimeros naturais, segue que a? — b+ a e a®> — a + b sio ambos positivos.

Uma vez que ab —a — 1|a? —b+a e ab— b — 1|b*> — a + b obtemos:

a>—b+a>ab—a—-1>0c¢
W¥—a4+b>ab—b—1>0.

O que nos da

(a+1)(a—b+1)>0ce€
(b+1)(b—a+1) > 0.

Desse modo, como a e b sao inteiros positivos, temos que 1 > b—a e 1 > a — b, o que implica em a = b ou
a=b+loub=a+1.
2

Se a = b, entao é natural, o que nos da a solucao a = b = 2.

a?—a—1
P+20+2  2b—4

w_2 T3
nesse caso ¢ b=2e a = 3.

Se a =b+ 1, entao é natural. Como b > 3 implica em b> — 2 > 2b — 4, a tinica solucio

O caso b= a + 1 é simétrico ao caso anterior e nos d4 uma unica solugdo dada por a =2 e b= 3.

Assim, as solugoes para o nosso problema sioa=2eb=2;a=3eb=2¢;a=2¢e¢b=3.
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