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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 abra este caderno apés ler todas as instrucoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
Preencha os dados pessoais.
Nao destaque as folhas desse caderno.

A primeira e a segunda questoes sao de proposigoes muiltiplas; cada uma delas apresenta 5(cinco)
alternativas para vocé decidir e marcar na coluna apropriada quais sdo verdadeiras e quais sao falsas.
As alternativas podem ser todas verdadeiras, todas falsas ou algumas verdadeiras e outras falsas. Na
folha de respostas, as verdadeiras devem ser marcadas na coluna V; as falsas, na coluna F.

As 3(trés) ultimas questoes sado discursivas e devem ser resolvidas, no Caderno de Questoes, e na
pagina onde estao enunciadas.

Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

Assinale as respostas de cada uma das 2(duas) primeiras questoes no corpo da prova e, sé depois,
transfira os resultados para a folha de respostas.

Para marcar a folha de respostas, utilize apenas caneta esferografica preta ou azul e faca as marcas de
acordo com o modelo @ .

A marcacao da folha de respostas é definitiva, ndo admitindo rasuras.
Nao risque, ndo amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso poderd prejudica-lo.

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opiniao nem a prestar esclarecimentos sobre o contetido das
provas. Cabe unica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao serd posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

Duracao da prova: 4 horas.




01.

Na terra de m-raia, a moeda utilizada é o “m-real” (7R). L4, as notas de “m-reais” utilizadas sdo compostas por
valores representados por ntimeros primos menores do que 100.

T-REAIS

REPUBLICA

Julgue as afirmagoes a seguir atribuindo (V) se a afirmagao for verdadeira e (F) se a afirmagcao for falsa.

A — (V) (F) A nota de 91 7-reais nao existe na terra do m-raia.

B - (V) (F) Nesse mundo, existem notas de 97 w-reais.

C — (V) (F) H4 exatamente 19 notas diferentes.

D - (V) (F) E possivel passar um troco de 100 m-reais utilizando apenas notas de 11 e 13.
E - (V) (F) Conseguimos passar o troco de 11 7-reais de seis maneiras diferentes.

RESPOSTAS DA QUESTAO01: V V F V V.

RESOLUCAO:

A — (V) Afirmagao verdadeira. Uma vez que 91 = 7 - 13, entdo 91 ndo é um numero primo. Portanto, nao
existem notas de 91 m-reais.

B - (V) Afirmagcao verdadeira. 97 é o maior nimero primo menor do que do que 100. Para verificar que ele é
primo, observe que 97 nao é divisivel pelos primos menores do que v/97, a saber, 2, 3, 5 e 7.

C — (F) Afirmacao falsa. Utilizando o crivo de Eratdstenes, podemos verificar que os valores para as notas sao
2,3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 e 97, totalizando 25
notas diferentes.

D - (V) Afirmagao verdadeira. Perceba que 100 = 2-11 + 6 - 13, portanto podemos passar o troco usando duas
notas de 11 e 6 notas de 13.

E - (V) Afirmagao verdadeira. Note que temos seis maneiras de passar o troco:

11 = 24+24+2+24+3
2424245

= 24247

= 2+4+3+3+3

= 3+3+5

= 11.




02. Em uma viagem a Recife, o grupo formado pelos ntimeros 1, 2, 3, 4 e 5, resolveu tirar fotos préximo ao monumento
do Parque das Esculturas do artista Pernambucano Francisco Brennand. Indecisos pela escolha da disposicao na
foto, eles concordaram em tirar véarias fotos em todas as disposicoes possiveis, permutando os lugares entre si
conforme as imagens abaixo:

Por fim, eles colocaram as fotos em ordem crescente de numeracao formando a seguinte lista:
12345, 12354, 12435, e 54312, 54321

Julgue as afirmagoes a seguir atribuindo (V) se a afirmagao for verdadeira e (F) se a afirmacao for falsa.

A — (V) (F) Quem ocupa a iltima posicao da vigésima foto é o 3.

B — (V) (F) A foto em que os niimeros aparecem na disposi¢ao 32541, ocupa o 59° lugar desta lista.

C — (V) (F) A quantidade de fotos em que os nimeros 1 e 2 aparecem separados é 96.

D — (V) (F) A quantidade de fotos em que a disposigao dos ntiimeros é maior do que a foto com disposigao 25413
é73.

— (V) (F) A soma de todos os niimeros de cinco digitos representados pelas fotos é 3999960.

RESPOSTAS DA QUESTAO 02: VFF V V.

RESOLUCAO:

— (V) Afirmagao verdadeira. Vamos descobrir a foto que estd na 20% posigao.
(i) Temos 3! = 6 nimeros comecando com 12;
(ii)

(iii) Temos 3! = 6 ntmeros comegando com 14.

Temos 3! = 6 nimeros comegando com 13;

Com isto, temos um total de 18 nimeros. O numero que estd na posicao 19 é o 15234 e o que estd na
posicao 20 é o 15243. Portanto, quem ocupa a ultima posicao da vigésima foto é o 3.

B — (F) Afirmacao falsa. Precisamos contar quantos nimeros aparecem antes de 32541. Antes dele, estao os
nimeros comegando por:
(i) 1, temos 4! = 24 nimeros;
(ii) 2, temos 4! = 24 numeros;
(iii) 31, temos 3! = 6 numeros;
(iv) 321, temos 2! = 2 nimeros;
(v) 324, temos 2! = 2 ndmeros.

Assim, temos 58 nimeros. O niimero que ocupa a posi¢ao 59 é o 32514, o que ocupa a posi¢ao 60 é o 32541.

C — (F) Afirmagao falsa. Podemos contar o nimero total de permutagoes, sem a restri¢ao dos algarismos 12,
e contar o nimero total de permutagoes com os algarismos 1 e 2 juntos. A diferenca serd a resposta. O
nimero total de permutagoes é 5! = 120. O ndmero de permutactes em que os algarismos 1 e 2 aparecem
juntos é 2 x 4! = 48. Portanto, a resposta é 120 — 48 = 72.

D — (V) Afirmagao verdadeira. Temos 24 nimeros comegando com 1, 6 comegando com 21, 6 comegando com
23, 6 comecando com 24, 2 comecando com 251 e 2 comecgando com 253. Desta forma, temos 46 ntimeros. O
nimero na posigao 47 é o 25413. Logo, das 120 permutacoes, 47 sdo menores ou iguais a 25413. Portanto,
a resposta é 120 — 47 = 73.




E — (V) Afirmacao verdadeira. Note que, para cada permutacao dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, existe exatamente
uma permutacao tal que a soma é 666666. Exemplo: 24135 + 42531 = 666666. Portanto, a soma pode ser
calculada como metade do niimero de permutagoes vezes 666666, ou seja, 60 x 666666 = 39999960.




03. Uma folha de papel de tamanho A4, como esta que vocé estd fazendo a prova, possui as seguintes dimensoes:

21cm

29,7cm

Faremos as seguintes dobraduras nesta folha, conforme a figura abaixo, da esquerda para a direita:

21lcm

29,7cm

Determine a area da ltima figura formada em em?.

RESOLUCAO:

A folha de A4 tem um formato retangular. Ao fazer a dobradura indicada na segunda figura, obtemos um
trapézio retangulo (dado pela terceira figura) cuja base menor mede b = 29,7 — 21 = 8,7 cm, base maior igual
a B = 29,7 cm e altura medindo h = 21 cm. A dobradura indicada pela quarta figura consiste basicamente

em dobrar o papel ao meio, de modo a formarmos um novo trapézio, cuja base menor é igual a base média do

, . . .+ b+B 8,7+29,7
trapézio anterior, ou seja, b = 5 =
h 21

metade da altura do trapézio anterior, h = 5=3 = 10,5 cm, e por fim, a base maior permanece inalterada

B = B. Portanto, a drea A do trapézio na tltima figura ¢ igual a

= 19,2 cm. Além disso, a altura desse novo trapézio, é a

] b+B)-h (19,2+29.7)-1
Area—(+2) _ @9, +3’7) 0’5:256,725cm2.




04. O m—raia joga futebol com seus amigos todos os sabados. Porém, no dia 2 de outubro de 2019, o jogo foi cancelado
devido a comemoracao do dia das criancas. Curiosos com a coincidéncia, m-raia e seus amigos observaram o
seguinte:

i) De quatro em quatro anos ocorrem anos bissextos;
ii) Anos bissextos possuem 366 dias (uma vez que possuem um dia a mais: 29 de fevereiro);
iii) 2020 é ano bissexto.
Ajude o w-raia a descobrir quais serdo os trés préoximos anos em que o futebol serd cancelado por ser dia das
criancas.

Ocorreu um erro tipografico no enunciado desta questao. O dia das criancas ocorre no dia 12 de outubro e nao
no dia 2 como estd escrito.

RESOLUCAO:

Sabemos que 12 de outubro de 2019 ocorre em um sabado. A ideia béasica é que a cada sete dias voltamos para
o mesmo dia da semana. 2020 é ano bissexto, entao o préximo dia das criancas ocorre 366 dias depois. Uma vez
que o resto de 366 na divisao por 7 é 2, o proximo dia das criancas ocorre numa segunda. Como o ano de 2021
nao ¢ bissexto e 365 deixa resto 1 na divisao por 7, o dia das criancas de 2021 ocorre em uma terca. Repetindo
esse argumento para os anos 2022, 2023 e 2024, obtemos que o dia das criancas ocorre a proxima vez em um
sabado em 2024. Os outros dois anos sao 2030, 2041.

A resolugao da questao considerando o dia 2 de outubro como o dia das criangas é anédloga.

A comissao da OPEMAT reforca que pontuara todas as tentativas validas de resolugoes para esta
questao.




05. Dafne e Leticia colecionam figurinhas numeradas. Atualmente as colecdes de Dafne e de Leticia sio compostas por
250 e 200 figurinhas, respectivamente. Além disso, ambas as colegoes nao possuem figuras repetidas. Dispondo
as colegoes de Dafne e de Leticia em ordem crescente com respeito as numeragoes das figurinhas foi observado
que:

— A primeira figurinha da colegdo de Dafne é a de niimero 6;

— A primeira figurinha da colegao de Leticia é a de nimero 10;

— Na colegao de Dafne, a numeragao de cada figura é a soma da numeragao da figura que a antecede com o
ntmero 5;

— Na colegao de Leticia, a numeracao de cada figura é a soma da numeracao da figura que a antecede com o
namero 6.

As colegoes possuem figurinhas em comum? Em caso de resposta positiva determine quantas e qual o maior
numero da figura que esta nas duas colecoes.

RESOLUCAO:

Sejam (D1, Do, ..., Dasg) e (L1, La, ..., Lago) as colecoes de Dafne e Leticia j& posicionadas em ordem crescente
com respeito a numeracao das figurinhas, respectivamente. Assim,

D=6, Dy=6+5=11, D3=6+2-5=16,...

Li1=10, Lo =104+6=16, L3 =10+2-6 =22,...
E facil ver que a figurinha de nimero 16 esta presente nas duas colecoes.

Observe que as colecoes de figurinhas formam sequéncias com os seguintes termos gerais:

D,,=D;+5-(m—1); paratodom e {1,2,...,250}

L,=Li+6-(n—1); paratodon € {1,2,...,200},
respectivamente.

As figurinhas que estao nas duas colegoes simultaneamente possuem a mesma numeracao. Ou seja, Dy, = Ly
para algum m € {1,2,...,250} e algum n € {1,2,...,200}.

Entao,
D,, =L,

Di+5-(m—1)=L;1+6-(n—1)
6+5-(m—1)=104+6-(n—1)
1+5-m=4+46-n
om = 3 + 6n.
Agora, observe que 3 + 6 - n é miltiplo de 5 se, e somente se, n =2+ 5k, com k € {0,1,2,3,...}.
Como o maior valor de n é 200, o maximo que k£ pode atingir é 39.
Portanto, como k£ > 0, temos 40 pares de figurinhas em comum.
Como o maior k é 39, a posicao da figurinha da colecao de Leticia é n = 197.

O que corresponde & figurinha de valor Lig7 = 1046 - (197 — 1) = 1186.




