
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2023

Segunda Fase - Nı́vel 3 (Ensino Médio)

CADERNO DE QUESTÕES E SOLUÇÕES

LEIA AS INSTRUÇÕES ABAIXO ANTES DE INICIAR A PROVA!

01. Só r st rno pós lr toas s nstru̧õs  quno or utorzo plos ss  sl.

02. Prn os os pssos.

03. A prov ́ ompost  5 qustõs ssrttvs: Pr  qust̃o sŕ trúıo um vlor ḿxmo
 60 pontos, totlzno 300 pontos.

04. S o rno ño stvr omplto, x outro o sl  sl.

05. Ao rr  ol  rsposts, onr su nom  sus os pssos. Comunqu mtmnt
o sl qulqur rrulr osrv.

06. Os ss ño st̃o utorzos  mtr opño nm  prstr slrmntos sor o ontúo s
provs. C ún  xlusvmnt o prtpnt ntrprtr  r.

07. As solu̧õs os xŕıos por̃o sr ts  ĺps ou  nt. É  rsponsl o() stunt
vrr s  prov st́ ĺıvl nts  nv́-l. Pssns ĺıvs por̃o sr sonsrs.

08. S  Comss̃o vrr qu  rspost  um qust̃o ́ ú ou nxstnt,  qust̃o sŕ postr-
ormnt nul,  os pontos,  l orrsponnts, strúıos ntr s ms.

09. Duŗ̃o  prov: 4 ors.

Nome:

Número da Identidade: Órgão Expedidor:

Assinatura:
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Q1. St os mos o π-r, N1, N2,    , N7 m prtpr  um torno lol  utol. O torno ́ om-
posto  3 prts  90 mnutos . Supon qu, m qulqur momnto  prt, um  pns um os
mos o π-r po ntrr m mpo,  qu o tmpo totl (qu ́ mo m mnutos) m mpo pr 
um os mos N1, N2, N3  N4 ́ vśıvl por 7  o tmpo totl pr  um os mos N5, N6  N7 ́ vśıvl
por 13. S ño ouvr rstŗ̃o sor o númro  susttu̧õs qu pom sr rlzs urnt  prt,
 quntos moos pomos strur o tmpo totl  prt ntr os mos o π-r,  moo qu 
mo ou plo mnos um mnuto?

SOLUÇÃO: S xi (i = 1, 2,    , 7) ́ o tmpo m mnutos o i-́smo mo o π-r m mpo. Ent̃o, o
prolm s rsum  nontrr s solu̧õs ntrs postvs 

x1 + x2 + · · ·+ x7 = 270 (1)

stszno 7xi (i = 1, 2, 3, 4)  13xj (j = 5, 6, 7). Supon qu x1 + x2 + x3 + x4 = 7m  x5 + x6 + x7 = 13n.
Rsult qu

7m+ 13n = 270,

om m,n ∈ N+, m ≥ 4  n ≥ 3. As solu̧õs (m,n)  qũ̧o lnr ontn m qu tnm s oņõs
m s̃o (33, 3), (20, 10)  (7, 17).

Quno (m,n) = (33, 3), tmos qu x5 = x6 = x7 = 13. Pono xi = 7yi (i = 1, 2, 3, 4), otmos

y1 + y2 + y3 + y4 = 33

Not qu xst um orrspon̂n uńıvo ntr s solu̧õs ntrs postvs  qũ̧o m  s pr-
muţõs  um nrm omposto por 3 sns  +  29 sns  *. Portnto, xstm C3

32 = 4960
qúrupls (y1, y2, y3, y4) qu tnm s oņõs m  portnto 1 × 4960 = 4960 solu̧õs pr  qũ̧o
(1).

S (m,n) = (20, 10), pono xi = 7yi (i = 1, 2, 3, 4)  xj = 13yj (j = 5, 6, 7), tmos qu

y1 + y2 + y3 + y4 = 20  y5 + y6 + y7 = 10

D orm ńlo o so ntror, tmos C3
19 × C2

9 = 34884 solu̧õs pr (1).

Por m, o so m qu (m,n) = (7, 17) prouz s qu̧õs (utlzno  msm muņ  vŕvl m)

y1 + y2 + y3 + y4 = 7  y5 + y6 + y7 = 17

Nst so, tmos C3
6 × C2

16 = 2400 solu̧õs pr (1). Consquntmnt, pr (1) xstm

4960 + 34884 + 2400 = 42244

solu̧õs stszno s oņõs m.
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Q2. Tr̂s rm̃os, Amn, Al  Artur, stvm rnno untos m um qurto rtnulr om 36m2  ́r
 splrm rnquos por too o mnt. No momnto  rrumr  uņ,  m̃ ls posonou
tr̂s stos ̂ntos  sunt orm: os nos ntos nts  um os los o qurto  o trro no
ponto ḿo o lo oposto, omo xmplo n ur xo. Pr rrumr  uņ  um mnr
omtrmnt ntrssnt, os rm̃os rsolvrm vr  ́r ntrn o qurto m tr̂s rõs (plns)
otmzs,  moo qu:

– C um s rõs ont́m xtmnt um os stos;

– O ntror   um s rõs ́ ormo por toos os pontos o ntror o qurto uo sto ms
próxmo ́ qul onto nst r̃o;

Os rnquos ontos m  r̃o, vm sr uros no sto ms próxmo. Após  vs̃o, ls
vrrm qu nnum rnquo stv sor s rontrs ntr s rõs.

(A) Eso  um s posśıvs onuŗõs (orms s rõs) pr  vs̃o o qurto onsrno 
vŗ̃o s sus mnsõs. Justqu  su rspost.

(B) Dtrmn s ms s ́rs, m m2, s tr̂s rõs.
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SOLUÇÃO:

Ftos qu um:

Smos qu rt prpnulr  um smnto AB o pssno plo su ponto ḿo ́  mtrz  AB
 onsst o lur oḿtro os pontos o plno qustnts  A  B.

Arma̧ão 1: O semiplano determinado pela mediatriz de AB e contendo o ponto B é o lugar geométrico dos
pontos P do plano tais que PB ≤ PA A igualdade ocorre se, e só se, P está na mediatriz de AB.

D to, onsr um ponto P o smplno ontno A trmno pl mtrz  AB or  mtrz
 or  rt AB. S C o ponto qu m qu  rt PB ort  mtrz  AB. Ent̃o CA = CB Pl
sul trnulr,

PB < PC + CB = PC + CA = PA

Arma̧ão 2: Uma reta qualquer que passa pelo centro de um retângulo (ponto de encontro de suas diagonais)
corta os lados opostos dos retângulo em pontos simétricos em relação ao centro. Além disso, divide o retângulo
em dois poĺıgonos congruentes e, consequentemente, de mesma área.

Com to, supon qu um rt pssno plo ntro N  um rt̂nulo ort um os sus los m um
ponto P . S P on om o ponto ḿo st lo, o rsulto ́ mto, pos  rt ortŕ tḿm o
ponto ḿo o lo oposto (por Tls)  trmnŕ os rt̂nulos onrunts.

Supon qu  rt ort um lo o rt̂nulo, ms ño m su ponto ḿo. Pr xmplr o róıno,
onsr o rt̂nulo AKMD  um rt pssno por N ortno o lo DM m P m um ponto stnto o
su ponto ḿo S. Ent̃o,  rt NP ort  rt AK (prll  DM) no ponto ′P . A rt prpnulr o
lo DM pssno por S ont́m N  ort o lo oposto AK m su ponto ḿo T .

Dst orm, os tr̂nulos PSN  P ′TN s̃o onrunts (ssm omo os tr̂nulos PMN  P ′AN). D́ı,
os pontos P  P ′ s̃o sḿtros m rļ̃o o ponto N . Aĺm sso, s urs PDAP ′  P ′KMP (om
vntulmnt P = D  P ′ = K) s̃o onrunts  tmos s sunts rļõs  ́rs:

[PDAP ′] = [ATSD] + [P ′TN ]− [PSN ] = [ATSD] = [TKMS] = [P ′KMP ] =
1

2
[AKMD]
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(A) Aor, onsr um rt̂nulo ABCD (rprsntno o qurto) om A, B  M pontos orrsponno os
stos 1, 2  3, rsptvmnt. Sm K ponto ḿo o lo AB, N ponto ḿo o lo AM , L ponto ḿo
o lo BM  O runntro  ABM .

D oro om s onsŗõs ts ntrormnt, s rõs ss s̃o ots pls ntrşõs os
smplnos trmnos pls mtrzs OK, OL  ON , os los o tr̂nulo ABM , rstrts o ntror
rt̂nulo ABCD.

Um s posśıvs onuŗõs st́ rprsnt pl ur  sur.

Not qu M prtn  mtrz OK qu v o rt̂nulo ABCD m os rt̂nulos onrunts (KM
xo  smtr). Portnto, pr otrmos s posśıvs onuŗõs s rõs, st nlsrmos o rt̂nulo
AKMD.

Consr o ponto P  ntrş̃o  mtrz ON om  prt o rt̂nulo AKMD qu st́ no msmo
smplno trmno pl rt AM qu ont́m o ponto D. Sm x = AK = 12AB  y = AD s mnsõs
o qurĺtro AKMD. D́ı, x · y = 18

Dpnno s mnsõs o rt̂nulo ou, quvlntmnt, pnno  nturz o tr̂nulo ABM
qunto os ̂nulos, P po sr um ponto o ntror o lo AD ou onnt om o ponto D ou um ponto
o ntror o lo DM , omo vrmos  sur:

1ª Conura̧ão: S o tr̂nulo ABM ́ rt̂nulo m M ou, quvlntmnt, s AB = 6
√
2 (ou AD = 3

√
2),

nt̃o s tr̂s rõs s̃o trnulrs.

D to, ABM ́ rt̂nulo m M s,  somnt s, K on om o runntro O  ABM . Pl rm̧̃o
2,  rt KN ort AD no ponto D, sḿtro  K ≡ O m rļ̃o o ponto N . Loo o rt̂nulo AKMD ́
um quro, pos sus ons s̃o onrunts  prpnulrs. Isto oorr s:

x = y ⇒ x2 = 18 ⇒ x = y = 3
√
2
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2ª Conura̧ão: S ABM ́ um tr̂nulo ut̂nulo ou, quvlntmnt, s AB < 6
√
2 (ou AD > 3

√
2),

nt̃o s rõs s̃o orms por os trṕzos rt̂nulos  um pnt́ono.

Not qu o tr̂nulo sósls ABM ́ ut̂nulo s,  somnt s, o runntro O prtn o ntror o
tr̂nulo ou, quvlntmnt s AM̂B < 90◦. Como o runntro O prtn o smnto KM , nt̃o o
ponto P (sḿtro  O) prtn o lo AD. D outro moo,

AM̂K < 45◦ ⇒ AM̂K < MÂK ⇒ x = AK < KM = y ⇒ x < 3
√
2

Ou s, AB < 6
√
2 (ou AD > 3

√
2).

3ª Conura̧ão: S ABM ́ um tr̂nulo otuŝnulo ou, quvlntmnt, s AB > 6
√
2 (ou AD < 3

√
2),

nt̃o tr̂s rõs s̃o orms por trṕzos, os rt̂nulos  um sósls.

Fnlmnt, o tr̂nulo ABM ́ otuŝnulo s,  somnt s, o runntro O prtn o xtror o tr̂nulo
ou, quvlntmnt s AM̂B > 90◦. Nst so,  mtrz  AM ort os los AK  DM . Por outr
ńls, ńlo o so ntror, tmos

90◦ < AM̂B < 180◦ ⇒ 45◦ < AM̂K < 90◦ ⇒ MÂK < AM̂K ⇒ y = MK < AM = x ⇒ x > 3
√
2

Ou s, AB > 6
√
2 (ou AD < 3

√
2).

AA BB

DD CC

KK

MM

OO

NN LL

QQPP

(B) Com os rumntos  onrûn  smtr stlos n rm̧̃o 2, pomos onlur qu, n-
pnntmnt  onuŗ̃o, o rt̂nulo ABCD  vo m qutro prts  msm ́r (urs
onrunts),  moo qu s rõs os stos 1  2 orrsponm  um sss prts    r̃o o sto
3,  oup por us sss prts. Loo, s ́rs s rõs os stos 1, 2  3 s̃o, rsptvmnt, 9m2,
9m2  18m2.
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Q3. Enontr toos os polnômos P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0  um vŕvl om onts

a0, a1, · · · , an ntros pr os qus  qũ̧o polnoml

P (x) = z

tm plo mnos um solũ̧o ntr qulqur qu s z ∈ Z.

Solu̧ão: S P um polnômo  ru n om onts ntros, mos

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0, on a0, a1, , an ∈ Z

Consr o polnômo

Q(x) = P (x)− P (0) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x

Not qu: α ́ solũ̧o ntr  P (x) = z s,  somnt s, α ́ solũ̧o ntr  Q(x) = z + P (0).

Assm, prourr solu̧õs ntrs  P (x) = z ́ quvlnt  prourr solu̧õs ntrs  Q(x) = z + P (0).
Portnto, s pótss pr P s̃o trnsrs pr Q. Aor, osrv qu

Q(x) = x

anx

n−1 + a−2x
n−2 + + a2x+ a1


(2)

Por póts,  qũ̧o Q(x) = 1 tm solũ̧o ntrs. Loo,  (2),  solũ̧o ss qũ̧o v sr x = ±1.
D mnr ńlo,  qũ̧o Q(x) = −1 v tr solũ̧o ntr  novmnt  (2) ss solũ̧o v sr
x = ±1. Loo,

Q(±1) = ±1 (3)

Consr or um númro prmo y. A qũ̧o Q(x) = y tm solũ̧o ntr   qũ̧o (2),  solũ̧o v
sr x = ±y ou x = ±1. Su  (3), qu x = ±y. Portnto, um os onuntos xo ́ nnto:

A1 = y ∈ N : y ́ prmo  Q(y) = y ou A2 = y ∈ N : y ́ prmo  Q(−y) = y

Assm, Q(x)− x ou Q(−x)− x tm nnts ŕızs  portnto s̃o ntmnt nulos. Loo:

Q(x) ≡ x ou Q(−x) ≡ x

Rpr qu  oņ̃o  qu Q(−x) ≡ x, quvl :

Q(x) ≡ −x

Portnto, um polnômo P stsz s oņõs o nuno s,  só s, P (x) = −x + c ou P (x) = x + c pr
lum onstnt c ∈ Z.
Not por m qu s P (x) = X + c, on c ∈ Z, nt̃o s oņõs o nuno s̃o ststs.
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Q4. Enontr toos os prs  ntros (m,n) ts qu


n+
√
25 · 2023 +


m−

√
25 · 2023 ∈ Z

SOLUÇÃO: Tmos qu 
n+

√
25 · 2023 +


m−

√
25 · 2023 = a ∈ Z

Loo,

m+ n+ 2


(n+

√
25 · 2023)(m−

√
25 · 2023) = a2 ∈ Z

Portnto, onlúımos qu

2 · (n+
√
25 · 2023)(m−

√
25 · 2023) ∈ Z

Dsnvolvno o prouto not́vl otmos

4 · (mn− 25 · 2023 + (m− n)
√
25 · 2023) ∈ Z

Isso só ́ posśıvl quno m = n. D́ı.

2m+ 2


m2 − 25 · 2023 = a2 ∈ Z

Loo,

m2 − 25 · 2023 = q2, q ∈ N

Not qu
2m+ 2q = a2 ∈ N

Assm,
a2 > 2m > 2

√
2023 > 89

Not n qu:

2 · 25 · 2023 = 2(m2 − q2) = a2(m− q),

o qu mpl m

a22 · 25 · 7 · 172

Como a ́ pr, tmos 3 possls pr a2 > 89

– a2 = 22 · 172: Assm m+ q = 2 · 172, m− q = 16 · 7, o qu nos ́ m = 345  a = 34

– a2 = 24 · 172: Assm m+ q = 23 · 172, m− q = 22 · 7, o qu nos ́ m = 1170  a = 68

– a2 = 26 · 172: Assm m+ q = 25 · 172, m− q = 7, o qu nos ́ m = 9255
2 , Como m ño ́ ntro, srtmos

ss so.

Assm s solu̧õs s̃o (m,n) = (345, 345)  (m,n) = (1170, 1170).
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Q5. Um xprmnto pr vrr  pot̂n  um lsr  prs̃o o ornzo  sunt orm: S̃o pos-
onos splos plnos nos pontos A, B, C, D, E, F , G  H , sor os los  um quro,  orm qu
um lsr mto  prtr o ponto A srvu  ln polonl  AFCHBGDA onorm  ur.
Vrou-s nt̃o  orm̧̃o  us rõs sno um om orm xonl SNLY VM  um pntonl
Y KROT . Sno qu s st̂ns ntr os splos onsutvos n ŗ̃o orzontl  vrtl mm l
uns  omprmnto, trmn s ́rs s rõs pntonl  xonl srts m, m trmos 
l.

SOLUÇÃO: Osrv qu:

1. Os tr̂nulos GIS, CIS, ZIA  XIA s̃o onrunts, loo SI = XI = ZI;

2. S ́ o rntro o tr̂nulo IFD, ssm SI =
2

3


l
√
2

2


=

l
√
2

3
(
2

3
 mt  onl IE. Loo 

́r  ZIA, ́

A(ZIA) =
l
√
2
l
√
2

3
2

=
l2

3


Aplno o torm  Pt́ors o tr̂nulo ZIA qu ́ rt̂nulo m I, tmos

ZA =


(ZI)2 + (AI)2 =



l
√
2

3

2

+

l
√
2
2

=
2l
√
5

3


Osrv qu XC = IC − IX = l
√
2− l

√
2

3
, loo XC =

2l
√
2

3
,  o tr̂nulo ZIA ́ smlnt o tr̂nulo

XNC. Loo

ZA

XC
=

ZI

XN
=⇒

2l
√
5

3
2l
√
2

3

=

l
√
2

3
XN

=⇒ XN =
2l
√
5

15
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ZA

XC
=

AI

CN
=⇒

2l
√
5

3
2l
√
2

3

=
l
√
2

CN
=⇒ CN =

2l
√
5

5


Loo,  ́r o tr̂nulo XNC ́

A(XNC) =

l
√
5

15

2l
√
5

5
2

=
2l2

15


Osrv qu:

() Os tr̂nulos HWY ,BWY , AWO  AWR s̃o onrunts. Loo WY = OW = WR;

() Y ́ o rntro  HIB, ssm, WY =
1

3


l
√
2

2


=

l
√
2

6
.

Aplno o torm  Pt́ors o tr̂nulo HWY qu ́ rt̂nulo m W , otmos

HY =


(WY )2 + (HW )2 =



l
√
2

6

2

+


l
√
2

2

2

=
l
√
5

3


Aor not qu HO = HW−OW =
l
√
2

2
− l

√
2

6
=

l
√
2

3
,  omo o tr̂nulo HWY ́ smlnt o tr̂nulo

HOT , tmos

HO

HY
=

OT

WY
=⇒

l
√
2

3
l
√
5

3

=
OT

l
√
2

6

=⇒ OT =
l
√
5

15


E,

HO

HY
=

HT

HW
=⇒

l
√
2

3
l
√
5

3

=
HT

l
√
2

2

=⇒ HT =
l
√
5

5


Loo,  ́r o tr̂nulo HWY ́

A(HWY ) =

l
√
2

2

l
√
2

6
2

=
l2

12
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Como V A =
FA

2
=


l2 + (2l)2

2
=

l
√
5

2
, Tmos qu

TV = V A− TA = V A− (TO +OA) = V A− (TO +HY ) =
l
√
5

2
−


l
√
5

15
+

l
√
5

3


=

l
√
5

10
,



TY = HY −HT =
l
√
5

3
− l

√
5

5
=

2l
√
5

15


Loo,  ́r  TY V ́

A(TY V ) =

l
√
5

10

2l
√
5

15
2

=
l2

30
,

  ́r o tr̂nulo HOT ́

A(HOT ) =

l
√
5

5

l
√
5

15
2

=
l
2

30


Assm,  ́r o pnt́ono Y KROT ́

A(Y KROT ) = 2A(HWY )− 2A(HOT ) = 2
l2

12
− 2

l2

30
= 2l2


30− 12

360


=

l2

10


E  ́r o x́ono SMV Y LN ́  por

A(SMV Y LN) = 4A(ZIA)− 2A(XNC)− 2A(TY V )− A(Y KROT )− 2A(HWY )

= 4
l2

3
− 2

2l2

15
− 2

l2

30
− l2

10
− 2

l2

12

= 4
l2

3
− l2

3
− l2

10
− l2

6

=
11l2

15
(4)

11



SOLUÇÃO ALTERNATIVA: Sm pr  nrl, pomos ssumr qu l = 1 Vmos onsrr um
rrnl  smxos prpnulrs ntr s os plos smntos GE  GA,  oro om  ur xo:

Nss rrnl, s oorns os pontos sr̃o s por A(0, 2), B(1, 2), C(2, 2), D(2, 1), E(2, 0), F (1, 0),
G(0, 0)  H(0, 1)

S mXY o ont nulr  rt qu ont́m os pontos X = (x1, x2)  Y = (y1, y2), on mXY =
y2 − x2
y1 − x1

,

s qu y1 ̸= x1 Usno  ur m, tmos

mGD =
1

2
,mFC = 2,mGB = 2,mFA = −2,mHB = 1,mHC =

1

2
 mAD = −1

2

A qũ̧o  rt qu ont́m os pontos X  Y ́  por y− y2 = mXY (x− y1) ou y− x2 = mXY (x− x1) As
qu̧õs s rts s̃o:

GD : y =
1

2
x

FC : y = 2(x− 1)

GB : y = 2x

FA : y = −2(x− 1)

HB : y − 1 = x

HC : y − 1 =
1

2
x

AD : y − 2 = −1

2
x

Usno s ntrşõs s rts orrsponnts, ́ posśıvl nontrr os sunts pontos:
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M =


4

5
,
2

5


, S =


4

3
,
2

3


, N =


8

5
,
6

5


, L =


1,

3

2


, Y =


2

3
,
4

3


, T =


2

5
,
6

5


, V =


1

2
, 1



K =


4

5
,
8

5


, O =


1

3
,
4

3


 R =


2

3
,
5

3




No qu su, notrmos por XY o omprmnto o smnto XY, A(SMV Y LN)  ́r  r̃o xonl,
A(ACEG)  ́r o quro  A(△FEC), A(△ANC), A(△AGF ), A(△TY V ), A(△ATL)  A(△MSF ) s
́rs os tr̂nulos △FEC, △ANC, △AGF , △TY V , △ATL  △MSF, rsptvmnt.

Ds qu os tr̂nulos △FMS, △TY V  △ATL s̃o rt̂nulos nt̃o usno  st̂n ntr os pontos  
órmul ĺss  ́r o tr̂nulo, ́ posśıvl onlur qu

A(ACEG) = 2 · 2 = 4

A(△FEC) =
1

2
· FE · EC =

1

2
· 1 · 2 = 1

A(△ANC) =
1

2
·AC


2− 6

5


=

1

2
· 2 · 4

5
=

4

5

A(△AGF ) =
1

2
·GF ·AG =

1

2
· 1 · 2 = 1

A(△TY V ) =
1

2
· TV · TY =

1

2
·
√
5

10
· 2

√
5

15
=

1

2
· 2

√
5

15
·
√
5

10
=

1

30

A(△ATL) =
1

2
· TL ·AT =

1

2
· 3

√
5

10
· 2

√
5

5
=

3

10

A(△MSF ) =
1

2
·MF ·MS =

1

2
·
√
5

5
· 4

√
5

15
=

2

15


Portnto,  ́r  r̃o xonl ́  por

A(SMV Y LN) = A(ACEG)− A(FEC)− A(ANC)− A(AGF )− A(TY V )− A(ATL)− A(MSF )

= 4− 1− 4

5
− 1− 1

30
− 3

10
− 2

15

= 2− 4

5
− 1

30
− 3

10
− 2

15

=
60− 24− 1− 9− 4

30

=
11

15


Como o tr̂nulo △KLY ́ rt̂nulo, nt̃o usno  st̂n ntr os pontos   órmul ĺss  ́r
o tr̂nulo, su qu

A(△KLY ) =
1

2
·KL ·KY =

1

2
·
√
5

10
· 2

√
5

15
=

1

30

A(△ABH) =
1

2
·AB ·AH =

1

2
· 1 · 1 =

1

2

A(△ABR) =
1

2
·AB ·


2− 5

3


=

1

6

A(△AHO) =
1

2
·AH · 1

3
=

1

2
· 1 · 1

3
=

1

6


O ́lulo  ́r o tr̂nulo △AOR ́  por

A(AOR) = A(ABH)− A(ABR)− A(AHO)

=
1

2
− 1

6
− 1

6

=
3

6
− 2

6
=

1

6


13



Portnto,  ́r  r̃o pntonl ́ not  n por

A(Y KROT ) = A(ATL)− A(KLY )− A(AOR)

=
3

10
− 1

30
− 1

6
=

1

10


No so rl  um quro  lo 2l,  rz̃o  smlņ os quros ́  l, loo  rz̃o  smlņ
ntr s ́rs orrsponnts ́  l2,  ssm onlumos  noss solũ̧o.
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SOLUÇÃO ALTERNATIVA 2 : (Arno)

Osrṽ̧o: [A1A2An] not  ́r o poĺıono A1A2An

Fatos qu ajuam:

Rz̃o n qul um vn v  ́r  tr̂nulo:
S AD ́ um vn o tr̂nulo ABC, nt̃o:

[ABD]

[ABC]
=

BD

BC


[ADB]

[ADC]
=

DB

DC


Em prtulr, s Y ́ o rntro  um tr̂nulo IBH , nt̃o:

() Y v  um s mns IQ, BV  HL n rz̃o 2:1.

() [QY B] = x = 1
6 [IBH ]

() [V ILY ] = 2x = 1
3 [IBH ]

Usno  smtr o prolm, onsr  ur:

Pomos lulr s ́rs ss  sunt orm:

(1) [Y KROT ] = 2 · [QYKR]

(2) [SNLY VM ] = 2 · [V PNLY ] = 2 · ([ILY V ] + [IPNL]).

([ILY V ] = [IUSP ]  [IPNL] = [IV MU ] por smtr).

15



1. Ára o pntáono:

Not qu

[V BH ] =
1

2
[IBH ] =

1

2
· 1
2
l2 =

1

4
l2

E, por (), tmos

[QY B] =
1

6
· 1
2
l2 =

1

12
l2

Por outro lo, onsrno s smlņs  tr̂nulos  s osrv̧õs sor vns, su-s:

ABR ∼ DHR ⇒ RB

RH
=

AB

DH
=

1

2
⇒ RB =

1

2
RH =

1

3
HB

⇒ [V BR] =
1

3
[V BH ] =

1

3
· 1
4
l2

⇒ [V BR] =
1

12
l2

ABK ∼ DVK ⇒ KB

KV
=

AB

DV
=

l

3 · l2 =
2

3
⇒ KB

KB +KV
=

2

2 + 3

⇒ KB

BV
=

2

5
⇒ [RKB] =

2

5
[V BR] =

2

5
· 1

12
l2

⇒ [RKB] =
l2

30

Loo,  (1)

[OTY KR] = 2 · [QYKR] = 2 · ([QY B]− [RKB]) = 2 ·

l2

12
− l2

30



=


l2

6
− l2

15


=

5l2 − 2l2

30
=

l2

10
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2. Ára o xáono:

Por (), tmos

[V ILY ] =
1

3
[IBH ] =

1

3
· 1
2
l2 =

1

6
l2

Por outro lo,

[IDL] = [PDC] =
1

4
l2

D́ı,

DNP ∼ ANC ⇒ NP

NC
=

PD

CA
=

1

4
⇒ NP =

1

5
PC

⇒ [PDN ] =
1

5
[PDC] =

1

5
· 1
4
l2 =

1

20
l2

⇒ [IPNL] = [IDL]− [PDN ] =
1

4
l2 − 1

20
l2 =

1

5
l2

Portnto,

[SNLY VM ] = 2 · [V PNLY ] = 2([V ILY ] + [IPNL])

⇒ [SNLY VM ] = 2


1

6
+

1

5


l2 =

11

15
l2
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