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OPEMAT CADERNO DE QUESTOES E SOLUCOES .
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LEIA AS INSTRUCOES ABAIXO ANTES DE INICIAR A PROVA!

01. Sé abra este caderno apéds ler todas as instrugoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
02. Preencha os dados pessoais.

03. A prova é composta de 12 questoes de multipla escolha: Para cada questao sera atribuido um valor
méaximo de 10 pontos, totalizando 120 pontos.

04. Para marcar a resposta, utilize apenas caneta esferogréfica preta ou azul com o modelo:
o

05. A marcacao da folha de respostas é definitiva, nao admitindo rasuras.
06. Marcacoes duplas, em branco ou diferentes do exemplo acima serdao desconsideradas.
07. Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

08. Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

09. Nao risque, ndo amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso podera prejudicé-lo.

10. Os fiscais nao estao autorizados a emitir opinido nem a prestar esclarecimentos sobre o contetido das
provas. Cabe tinica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

11. Assolugoes dos exercicios poderao ser feitas a lapis ou a caneta. E de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova esta legivel antes de envid-la. Passagens ilegiveis poderao ser desconsideradas.

12. Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao serd posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

13. Duracao da prova: 2 horas e 30 minutos.

NOME:

NUMERO DA IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:




Ql. Para quantos valores de k, o ntimero 12'2 é o minimo multiplo comum de 6%, 8% e k?
(A) 6
(B) 8
(C) 12
(D) 24
(E) 25




SOLUQAO: Temos que
1912 — 924 312 66 _96 36, g8 _ 924
Pondo k = 2F13%2 vemos que como
mme(2° - 36,224 k) = 224 . 312,

devemos ter necessariamente 0 < k1 < 24 e ko = 12. Portanto, ha 25 -1 = 25 possibilidades para os valores de k.
Assim, a alternativa correta é a letra (E).




Q2. Qual é a soma de todos os inteiros n tais que n? + 2n + 2 divide n3 4+ 4n? 4+ 4n — 147
(A) 4
(B) 9
(C) -2
(D) -9
(E) -11




SOLUQAO: Pelo algoritmo da divisao longa para polinomios,
n3 +4n® +4n — 14 = (n® +2n +2)(n + 2) + (—2n — 18).

Temos que se (n? + 2n + 2)|(n3 + 4n? + 4n — 14), entdo (n? + 2n + 2)|(—2n — 18). Isto s6 ocorre se

—2n — 18 =0,
ou seja, se n = —9, ou entao se
| —2n — 18| > [n? + 2n +2|.
Esta ultima desigualdade é verdadeira para —4 < n < 4. Testando os valores, vemos que n = —4, —2,—1,0, 1, 4.

Assim, a alternativa correta é a letra (E).




Q3. Quantos sdo os inteiros positivos n tais que 5"~ 4+ 7"~ divide 5" 4+ 7"?

(A) 0
(B) 1
(C) 2
(D) 3
(E) 4




SOLUQAO: Observe que 5”1 + 7"~ também divide 7 vezes si mesmo:
G (G i
Como
5n—1 + 7n—1|7(5n—1 + 7n—1) — 5n—1 + 7n—1|5 . 5n—1 +92. 5n—1 +7. 7n—1
— 5n71 + 7n71|(5n +92. 5n71 + 7n) o (5n + 7n)
— 5"t 2. 5l
Porém, para n > 1, temos que

sl 7=l 9. 5n 1

Dai, a divisao acima é impossivel para n > 1. E ficil ver, portanto, que n = 1 é a tnica solugao possivel. Logo,
a alternativa correta é a letra (B).




Q4. H4 quatro canetas (preta, azul, vermelha e verde) e quatro tampas de canetas (azul, azul, vermelha e verde). As
canetas e tampas distinguem-se apenas pelas suas cores. De quantos modos podemos colocar as quatro tampas

nas quatro canetas se cada caneta deve receber apenas uma tampa e se as cores das tampas devem ser diferentes
das cores das canetas?

(A) 2
(B) 4
(C) 8
(D) 12
(E) 24




SOLUCAO: Suponha que a tampa vermelha é colocada na caneta azul. Neste caso, hd 2 modos de escolher a
caneta que receberd a tampa verde (excluimos a caneta verde) e 1 modo de posicionar as tampas azuis na caneta
restante.

Caso a tampa vermelha nao seja colocada na caneta azul, hd duas maneiras de escolher onde esta sera colocada
(verde ou preta). Feito esta escolha, as duas tampas azuis s6 poderao ser colocadas de um modo, pois devem ser
colocadas nas canetas vermelha e na caneta nao-azul que restou (verde ou preta). Por fim, a tampa verde deve
ser colocada na caneta azul.

Pelo principio aditivo, temos 2 + 2 = 4 modos de colocar as quatro tampas nas quatro canetas. Portanto, a
alternativa correta ¢ a letra (B).




Q5. Certo dia, Débora encontrou a sua filha Alice mexendo em um armério que continha objetos de costura. Para
evitar que sua filha se machuque, Débora instalou no arméario um dispositivo de seguranca que recebe como
entrada um numero de 5 algarismos (deste modo, niimeros que comecem com o algarismo 0 estao excluidos)
e o configurou para abrir somente se receber um palindromo divisivel por 4. Considerando que Alice fornece
aleatoriamente ntimeros de 5 algarismos para o dispositivo, qual a probabilidade de que ela o abra?

Observagao: Um numero é dito um palindromo se quando lido da direita para esquerda for idéntico ao ntimero
quando lido da esquerda para a direita. Assim, por exemplo, 14541 é um palindromo, mas 13541 néo é.

(A) 1/360

(B) 1/400

(C) 1/450

(D) 1/500

(E) 1/1000

10




SOLUQAO: Note que o primeiro algarismo nao pode ser zero, do contrario teriamos um ntimero de 4 algarismos.
Desta forma, h& 9 - 10 ntimeros de 5 algarismos que podem ser fornecidos ao dispositivo como entrada. Destes,
os que sao divisiveis por 4 devem ter seus tltimos 2 algarismos iguais a 00,04, 08,12, ...,96 (25 possibilidades).
Porém, como o nimero deve ser palindromo, a escolha dos dltimos 2 algarismos determina os 2 primeiros algar-
ismos do mesmo. Assim, devemos excluir destas possibilidades, aquelas que terminam em 0 (5 possibilidades)
, pois do contrario, o palindromo resultante comecaria com 0. Por fim, o algarismo central pode ser escolhido
livremente dentre os 10 digitos possiveis. Assim, pelo principio multiplicativo, temos 20 - 10 = 2 - 10%. Resulta
que a probabilidade de Alice abrir o dispositivo de seguranca é

~2-10? 1

T 9-104 450

Portanto, a alternativa correta é a letra (C).
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6. O 7-raia deseja organizar seus horarios de estudo durante a semana. Como ele frequenta a escola no turno da
manha, restam-lhe os turnos da tarde e da noite para estudar. Além disso, ele decidiu que nao ird estudar
durante os finais de semana e nem escolher turnos consecutivos para que lhe sobre algum tempo para descansar.
De quantos modos o 7-raia poderd escolher 4 turnos de estudo atendendo as condi¢Ges acima?

(A) 16
(B) 24
(C) 35
(D) 3840
(E) 5040
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SOLUQAO: Como héa 5 dias na semana e 2 turnos possiveis para cada dia, temos 10 horarios possiveis a serem
escolhidos. Seja

S ={hi,...,hio}

o conjunto dos horarios possiveis. Agora, dado qualquer subconjunto X C S de 4 elementos, defina o =
(a1,a2,...,a10) em que a; = 1 se h; € X ea; = 0se h; ¢ X. E facil ver que existe uma correspondéncia
biunivoca entre os subconjuntos X C S de 4 elementos e as sequéncias ¢ definidas desta forma. Como desejamos
escolher horarios em turnos nao consecutivos, consideraremos as sequéncias o para as quais nao existe ¢ € Z,
satisfazendo a; = a;11 = 1. Para contar tais sequéncias, basta notar que em uma sequéncia de 6 digitos iguais a
0, hé 7 espagos onde podem ser colocados 4 digitos 1 conforme se vé abaixo:

0.0.0-0-0_0_

Como cada espago deve conter no maximo um digito 1, hé C? = 35 modos de escolher onde serao posicionados
os digitos 1. Portanto, a alternativa correta é a letra (C).
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7. Dois circulos wy e wo sdo tangentes externamente no ponto A. Sejam B e C' os pontos de contato de w; e wy com
uma reta tangente comum aos dois circulos, respectivamente. A reta tangente aos dois circulos que passa pelo
ponto A, corta o segmento BC no ponto D. Determine a medida da corda AB, sabendo que AC =5 e AD = 4.
(A) 5
(B) 6
(C) v39
(D) 3v5
(E) 4v3
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SOLUCAO:

w1

Sabendo que DA e DB sao segmentos tangentes a wi, temos BD = AD = 4. Do mesmo modo para ws, temos
que CD = AD = 4. Logo, os pontos A, B e C pertencem ao circulo de centro D e diametro BC. Sendo assim,
o tridngulo ABC' é retangulo em A e, pelo teorema de Pitdgoras, temos:

BC?2=AB?+ AC? = AB2=82_-52== AB =39

15
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8. O cadastro de pessoa fisica (CPF) é um documento de identificacio usado pela receita federal que consiste de onze
digitos sendo os nove primeiros fornecidos pela receita federal e os dois ultimos, chamados digitos verificadores,
calculados da seguinte forma: se didodsdsdsdgdrdgdg sdo os nove primeiros digitos do CPF fornecido, entao
calculamos

A = 10d; + 9ds + 8d3 + 7d4 + 6ds + bdg + 4d7 + 3dg + 2dy,

e calculamos r, onde 7 é o resto da divisao de A por 11. Se o resto for 0 ou 1 entdo o décimo digito dig serd O.
Caso contrério dig serd 11 — r. Para calcular o décimo primeiro digito, calculamos

B = 10dy + 9d3 + 8d4 + 7ds + 6dg + 5d7 + 4ds + 3dg + 2d;0,

e calculamos R, onde R é o resto da divisao de B por 11. Se R = 0 ou R = 1 entao dy; = 0. Caso contrario,
di1 = 11 — R. Se uma pessoa tem os nove primeiros digitos de seu CPF dados por 299792458, os digitos dyg e
d11 sdo respectivamente:

(A) 1e8
(B) Oe7
(C) 2e6
(D) Oe8
(E) 3e5
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SOLUCAO: Substituindo os valores em A obtemos A = 342 e = 1. Logo dig = 0. Calculando B obtemos
B =366 e R=3. Logo dy; = 8.
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9. QUESTAO ANULADAO iodo 131 é um isétopo radioativo do iodo que é utilizado na medicina no tratamento de
hipertireoidismo e alguns tipos de cancer. Sua meia-vida é de 8,02 dias. Isto significa que qualquer quantidade
de iodo 131 terd sua massa reduzida & metade apds 8,02 dias. A massa inicial de uma amostra é de 1g. Qual a
massa remanescente apés 201 dias?

(A) 2—10
(B) 2—40
(C) 9—50
(D) 2—20
(E) 9—100
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~ 40
SOLUCAO: No instante t, m(t) = 92 5, Logo, m(401) = 9 R0 = 90
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10. QUESTAO ANULADA Atualmente os televisores sao vendidos pelo comércio usando uma medida em polegadas.
Tal medida se refere ao comprimento da diagonal da tela, que em geral tem a forma retangular. Sabendo que um
televisor de 55 polegadas tém dimensoes 68, 5cm x 122¢m, mantendo as proporcoes, as dimensoes em centimetros
de um televisor de 65 polegadas sdo aproximadamente (considere uma polegada = 2,54 c¢cm)?

(A) 143,18 e 75,50
(B) 144,18 e 76,23
(C) 146,20 e 74,30
(D) 140,18 e 72,23
(E) 145,20 e 73,40

21




~ x
SOLUCAO: sendo = e y as medidas do maior e menor lado respectivamente, devemos ter — =

122 64,5
_ 13.122 13.64
65.2,54 = E Assim, temos z = 5 =144,18 e z = SO0 = 76,23 .
55.2,54 11
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11. (Circulos de Apolonio) Considere trés circunferéncias A, B e C todas com raio r mutuamente tangentes. O
matematico grego Apolonio de Perga que viveu por volta de III a.C, descobriu que existem duas circunferéncias
D e E , onde o raio de E é maior que o raio de D, tangentes as trés anteriores (na verdade Apolénio mostrou que
isto é verdade mesmo se os raios de A,B e C' sao distintos). As circunferéncias D e E sao chamadas circulos de
Apolonio. Se consideramos agora as circunferéncias A, B e F, elas préprias possuem seus circulos de Apolénio que
sao G e C conforme a figura. Fazendo o mesmo para as ternas A, C, EF e C, B, E, encontramos as circunferéncias
F e H. Esse processo recursivo leva a um fractal chamado Tamiz de Apoloénio. Com base na figura, o raio de D
em termos de r é

(A) 2r
(B) 2rV3
(C) T(2\/§——3

3
r2v/2
2
2v3 -3
3

)

(D)

(E) 2r( )
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SOLUCAO: Os centros de A, B e C formam um tridngulo equildtero de lado 2r como o centro de D coincide
com o centro de FE que coincide com o baricentro do triangulo § ABC temos que a distancia do centro de F para

2 23 2rv/3 2rv/3
—Tr

o centro de B é 5( 5 ). Logo o raio de F, Rp = 3 + 7. Assim, o raio de D, Rp = Rgp — 2R = 3
2v/3 -3
= 7"(—3

). Portanto, a alternativa correta é a letra (C).
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12. ”Candlestick” ou simplesmente Candle é um gréfico de indicacdo de preco criado por Munehisa Homma, que
foi um comerciante de arroz japonés. Ele representou os pontos importantes do prego do arroz como maéaxima,
minima, abertura e fechamento em um determinado periodo e os representou conforme os graficos abaixo.

o Maximo
Maximo

Abertura
Fechamento

Abertura — Fechamento

Minimo o
Minimo

Os candles abaixo, mostram os precos das acoes da Petrobras no dia 23/05/2023 onde as aberturas se iniciam
as 12:00, 12:30 e 13:00 horas, respectivamente. A média aritmética dos fechamentos nos periodos indicados é

aproximadamente:
26,34
- 26,32
26,23
26,19
(A) 26,28
(B) 26,29
(C) 26,30
(D) 26,31
(E) 26,32
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SOLUCAO: Olhando para a figura observamos que a média aritmética é 26, 30.
Resposta: Letra c)
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