
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2023

Segunda Fase - Nı́vel 1 (6º e 7º anos)

CADERNO DE QUESTÕES E SOLUÇÕES

LEIA AS INSTRUÇÕES ABAIXO ANTES DE INICIAR A PROVA!

01. Só r st rno pós lr todas s nstru̧õs  quno or utorzo plos ss  sl.

02. Prn os os pssos.

03. A prov ́ ompost  5 qustõs ssrttvs: Pr  qust̃o sŕ trúıo um vlor ḿxmo
 60 pontos, totlzno 300 pontos.

04. S o rno ño stvr omplto, x outro o sl  sl.

05. Ao rr  ol  rsposts, onr su nom  sus os pssos. Comunqu mtmnt
o sl qulqur rrulr osrv.

06. Os ss ño st̃o utorzos  mtr opño nm  prstr slrmntos sor o ontúo s
provs. C ún  xlusvmnt o prtpnt ntrprtr  r.

07. As solu̧õs os xŕıos por̃o sr ts  ĺps ou  nt. É  rsponsl o() stunt
vrr s  prov st́ ĺıvl nts  nv́-l. Pssns ĺıvs por̃o sr sonsrs.

08. S  Comss̃o vrr qu  rspost  um qust̃o ́ ú ou nxstnt,  qust̃o sŕ postr-
ormnt nul,  os pontos,  l orrsponnts, strúıos ntr s ms.

09. Duŗ̃o  prov: 4 ors.

Nome:

Número da Identidade: Órgão Expedidor:

Assinatura:
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Q1. Um númro nturl n ́ to qus-prmo s xst um úno númro nturl k, om 1 < k < n, tl qu k v
n. Por xmplo, 4 ́ um númro qus-prmo pos 2 ́ o úno nturl ntr 1  4 qu v 4, ms 12 ño ́ um
númro qus-prmo, vsto qu 2  3 vm 12. Dtrmn  qunt  númros qus-prmos ntr 1  400.

SOLUÇÃO: Supon qu n ́ um númro qus-prmo. Ent̃o, o númro nturl k qu v n tl qu
1 < k < n ́ úno om ss propr.

Afrmação 1: k ́ um númro prmo.

S k ño oss prmo nt̃o xstr lum númro nturl q om 1 < q < k tl qu q v k, sto ́, q tḿm
vr n tl qu 1 < q < n, o qu ontrz o to  n sr um númro qus-prmo.

Afrmação 2: n = k2.

D to, s k v n tl qu 1 < k < n nt̃o xst lum númro nturl q om 1 < q < n tl qu n = k · q.
Pl un, su qu k = q. Loo, n = k2.

Not qu 400 = 202. Ent̃o, ntr 1  20 xstm xtmnt 8 númros prmos, sto ́, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17  19.
Assm, os númros qus-prmos s̃o os por 22, 32, 52, 72, 112, 132, 172  192.

Portnto, o totl  númros qus-prmos ntr 1  400 ́ 8.
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Q2. Consr ABCD um qurĺtro onvxo onorm mostr  ur xo:

Sm M,N,P  Q os pontos ḿos os smntos AB, BC, CD  DA, rsptvmnt. Dnot por [MNPQ]
 ́r o qurĺtro MNPQ  [ABCD]  ́r o qurĺtro ABCD. Clul o vlor  rz̃o

[MNPQ]

[ABCD]
.

SOLUÇÃO: Ds qu os pontos M  Q s̃o pontos ḿos os smntos AB  AD, rsptvmnt, nt̃o o

smnto QM ́ um s ḿ o tr̂nulo ABD  onsquntmnt, QM =
BD

2
. Aĺm sso, os tr̂nulos

AQM  ABD s̃o smlnts u rz̃o  smlņ ́  1 : 2. Dnotno por [AQM ]  [ABD] s ́rs os
tr̂nulos AQM  ABD, su qu

[AQM ]

[ABD]
=

1

4
.

Usno os msmos rumntos  noţõs pr os outros tr̂nulos, onlumos qu

[DQP ]

[ACD]
=

1

4
(1)

[PCN ]

[BCD]
=

1

4
(2)

[MNB]

[ABC]
=

1

4
. (3)

Assm,

[AQM ] =
[ABD]

4
, [DQP ] =

[ACD]

4
, [PCN ] =

[BCD]

4
 [MNB] =

[ABC]

4
.

Loo,

[AQM ] + [DQP ] + [PCN ] + [MNB] =
1

4
· ([ABD] + [ACD] + [BCD] + [ABC]) =

[ABCD]

2
.

Portnto, [MNPQ] =
[ABCD]

2
 ́ı su qu  rz̃o

[MNPQ]

[ABCD]
́
1

2
.
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Q3. O π-r spõ  R$ 176,00 rs pr omprr oolts. El v  um lo qu os or m pns os
tpos: rnos  prtos. Os oolts rnos vlm R$ 5,00 rs  os oolts prtos vlm R$ 7,00 rs.
Utlzno o vlor totl xto spońıvl plo π-r, qul ́  mnor  mor qunt  oolts qu l
po omprr?

PRIMEIRA SOLUÇÃO: Pr trmnr  mor qunt  oolts qu o π-r po omprr om
176,00 rs, vmos omprr ms oolts rnos, qu s̃o os ms rtos , portnto, mnos oolts
prtos. Loo, vm-s omprr  mnor qunt  oolts prstos  moo qu o vlor rstnt s um
múltplo  5. Tm-s:

176 = 7 + 169, 176 = 2× 7 + 162, 176 = 3× 7 + 155

Como 169  162 ño s̃o multplos  5  155 = 31 × 5,  mnor qunt  oolts prtos qu pomos
omprr ́ 3 , om o rstnt os 176 rs, pomos omprr 31 oolts rnos. Assm, 34 ́  mor
qunt  oolts qu o π-r po omprr om os 176 rs; 3 prtos  31 rnos.

Pr trmnr  mnor qunt  oolts qu s pom omprr om os 176 rs, vm-s omprr
ms oolts prtos qu s̃o os ms ros , portnto, mnos oolts rnos. Ent̃o, vm-s omprr 
mnor qunt  oolts rnos  moo qu o vlor rstnt s um múltplo  7. Tmos:

176 = 5 + 171, 176 = 2× 5 + 166, 176 = 3× 5 + 161.

Como 171  166 ño s̃o múltplos  7  161 = 23 × 7,  mnor qunt  oolts qu o π-r po
omprr om os 176 rs s̃o 26 oolts: 3 rnos  23 prtos.

SEGUNDA SOLUÇÃO: Dvmos prourr númros ntros postvos n  m ts qu 7n + 5m = 176  u
som n+m s ḿxm  mı́nm. Os múltplos postvos  7  5 s̃o rsptvmnt:

M(7) = {7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, · · · } M(5) = {5, 10, 15, 20, · · · }
Pr qu  som  um múltplo  7 om um múltplo  5 s 176, tmos us possls:

1. O ́ıto  un o múltplo  7 s 1  o ́ıto  un o múltplo  5 s 5;

2. O ́ıto  un o múltplo  7 s 6  o ́ıto  un o múltplo  5 s 0.

Pr o prmro so tmos s sunts possls:

– n = 3, tŕımos 21 + 5m = 176, ́ı m = 31;

– n = 13, tŕımos 91 + 5m = 176, rsult m = 17;

– n = 23, tŕımos 161 + 5m = 176, su qu m = 3;

– Os outros múltplos  7 uo ́ıto  un ́ 1, s̃o mors qu 176.

Pr o suno so tmos:

– n = 8, tŕımos 56 + 5m = 176, rsult m = 24;

– n = 18, tŕımos 126 + 5m = 176, orn m = 10;

– Os outros múltplos  7 uo ́ıto  un ́ 6, s̃o mors qu 176.

Rsumno: Os númros ntros postvos n  m qu stszm  qũ̧o 7n+ 5m = 176 s̃o:

n m n+m

3 31 34
13 17 30
23 3 26
8 24 32
18 10 28

Assm,  mnor qunt  oolts qu o π-r po omprr ́ 26   mor ́ 34.
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Q4. Um rt mprs s mplmntr um proto qu prv̂  onstrũ̧o  vrss rrovs lno 4 s.
O proto stpul n lums rrs qu vm sr sus:

. Entr us s stnts qusqur pom vr no ḿxmo us rrovs;

. To  v possur um ún rrov lno l  s msm;

. S ouvr um rrov lno um  A  outr  B, v vr tḿm um rrov lno B
 A;

v. S ouvr um rrov lno um  A  outr  B,  um sun rrov lno B  C,
nt̃o v vr um trr rrov lno A  C.

Pr xmplr um posśıvl mplmnţ̃o o proto,  mprs ornu n um rm, on s 4
s s̃o rprsnts pls ltrs A, B, C  D  s rrovs, por s, onorm xo:

A

B

C

D

D qunts mnrs stnts  mprs po mplmntr ss proto?

SOLUÇÃO: S X = {A,B,C,D} o onunto s s. Drmos qu us s, ño nssrmnt
stnts, s omunm s ouvr um rrov ntr ls. Not qu  mnr  s mplmntr o proto
v s 4 s m rupos (ño-vzos)  s qu s omunm ntr s. Aĺm sso, s qusqur
us s, ́ pns us possls: () ls prtnm o msmo rupo , portnto, s omunm; ()
ls prtnm  rupos stntos,  ño s omunm. Assm, por xmplo, um mnr  mplmntr o
proto sr vr s s nos 2 rupos xo:

{A,B,D},  {C}.

Not qu st mnr orrspon o rm orno no nuno o prolm. Or, pomos vr o
onunto X m rupos  sunt orm:

1. Um úno rupo om tos s s;

2. Um rupo om 3 s  outro rupo om um ;

3. Um rupo om 2 s  outro rupo om 2 s;

4. Um rupo om 2 s, outro om um   um trro om um ;

5. Qutro rupos om um  .

No so 1, só xst um ún mnr  ormr um rupo om s 4 s. No so 2,  sol  
qu ño s omunŕ om s ms trmn  vs̃o os os rupos. Isso po sr to  4 moos. No
so 3, sol um  qulqur. H́ 3 outrs s om qum ss  po s rlonr. Fto ss
sol, os os rupos m trmnos. No so 4, ́ 4 · 3 = 12 mnrs  s solr s us s qu
r̃o s omunr. Poŕm  sol ss o ont us vzs, loo xstm pns 6 mnrs stnts.
Um vz sol o rupo om 2 s, os ms rupos m trmnos. Por m, no so 5, ́ um
ún mnr  s ormr 4 rupos om um  .

Rsult qu o númro totl  mnrs stnts  s mplmntr o proto ́ 1 + 4 + 3 + 6 + 1 = 15.
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Q5 Um lot́r vn lts  lotr numros squnlmnt  100.000 t́ 500.000. Um lt ́ prmo
s o númro ormo plos sus 3 últmos ́ıtos ́ ul o oro o númro ormo plos sus 3 prmros
́ıtos.

(A) Enontr os tr̂s lts prmos om mnor numŗ̃o  os tr̂s lts prmos om mor nu-
mŗ̃o.

(B) Quntos lts prmos xstm?

(C) Dtrmn  som s numŗõs  toos os lts prmos.

SOLUÇÃO:

(A) Por nsp̧̃o os mnors lts prmos s̃o 100200, 101202  102204. Tḿm por nsp̧̃o, tmos qu
os mors lts prmos s̃o 499998, 498996  497994.

(B) Exst um lt prmo pr  númro  100 t́ 499. Loo, xstm 400 lts prmos.

(C) S n  numŗ̃o  um lt prmo. S A rprsnt o númro ormo plos ́ıtos o mlr,
s zns  mlr  s ntn  mlr  numŗ̃o o lt n  B rprsnt o númro ormo
plos ́ıtos s uns, s zns  s ntns o lt n, nt̃o n = 1000A+ B. Not qu um lt
́ prmo quno B = 2A.

Osrvno os númros otos no tm (A), pomos osrvr qu  rņ ntr  numŗ̃o  um lt
prmo   numŗ̃o o próxmo lt prmo no  100000 t́ 500000 ́ smpr 1002. Vmos provr
sso.

Not qu n = 1000A + B ́ prmo om 100 ≤ A < 499, nt̃o o próxmo lt prmo ́ o m = (A + 1) ·
1000 +B + 2. Dss moo,

m− n = 1000(A+ 1) +B + 2− (1000A+B) = 1002.

Assm, os lts prmos s̃o os om numŗ̃o 100200 + k.1002 om k vrno ntr 0  399.

Tmos qu lulr  sunt som S om 400 prls:

S = 100200 + 101202 + 102204 + · · ·+ 497994 + 498996 + 499998

Not qu  som o prmro om o últ́ımo númro  sqûn ́ ul  som o suno om o pnúltmo
qu por su vz ́ ul  som o trro om o ntpnúltmo  ssm por nt, ou s,

100200 + 499998 = 101202 + 498996 = 102204 + 497994 = · · · = 600198.

Ent̃o,  som S s númŗõs os lts ́ ul  um som om 200 prls us  600198. Dss moo,

S = 600198 · 200 = 120039600.
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