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LEIA AS INSTRUCOES ABAIXO ANTES DE INICIAR A PROVA!

01. S6 abra este caderno apds ler todas as instrucoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.

02. Preencha os dados pessoais.

03. A prova é composta de 5 questoes dissertativas: Para cada questao sera atribuido um valor méximo
de 60 pontos, totalizando 300 pontos.

04. Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

05. Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

06. Os fiscais ndo estdao autorizados a emitir opinido nem a prestar esclarecimentos sobre o conteido das
provas. Cabe tnica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

07. As solugoes dos exercicios poderao ser feitas a lapis ou a caneta. E de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova estd legivel antes de envid-la. Passagens ilegiveis poderao ser desconsideradas.

08. Se a Comissao considerar que a resposta de uma questdao é dibia ou inexistente, a questao serd
posteriormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

09. Duracao da prova: 4 horas.

Realizacao Apoio
GOVERNO FEDERAL
ANy
al =
‘ ‘ ‘ UNIAO E RECONSTRUGAD
My VNIVERSIDADE @
- FEDERAL RURAL DEPARTAMENTO @
£ mE‘-"I DE PERNAMBUCO DE MATEMATICA ey my—— CNPq
ElHFﬁ ‘de Matemdtica
[ 1]
as
V ¢= =='
UNIVERSIDADE “"Iv‘sr I?EBIE‘-RI{LD =
Do fckotucoovagio  DE FERNANBUGO | TRIEREIBIES - pemanuen Eﬂlltiglrgrsitdriu
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Campus,
Pesasins da UFRPE

Acesse nosso site e nosso instagram:

@863 OPEMAT fr'-))

www.opemat.com.br www.instagram.com/opemat.ufrpe/




2 Nivel 1 OPEMAT 2025

1. Na papelaria “Escola Feliz”, Dona Sonia vende materiais escolares apenas em pacotes fechados. Existem dois
tipos de pacotes:

e Pacotes com Lépis contendo 5 unidades.
e Pacotes com Borrachas contendo 7 unidades.

As compras devem ser realizadas exclusivamente combinando quantidades inteiras desses pacotes. Uma compra ¢é
considerada impossivel quando existem zero maneiras de realiza-la.

a) E possivel comprar exatamente 22 itens? Se sim, de quantas maneiras diferentes essa compra pode ser feita?
b) E possivel comprar exatamente 16 itens? Se sim, de quantas maneiras diferentes essa compra pode ser feita?

¢) Qual é a maior quantidade de itens que é impossivel de comprar? Justifique sua resposta.

Solucgao: Sejam x a quantidade de pacotes de lapis e y a quantidade de pacotes de borrachas. O total de itens é
dado por 5x + Ty, onde z e y sdo nimeros inteiros nao negativos.

a) Sim. Queremos 5x + Ty = 22. Testando valores para y:

e Se y =0, a equacao 5z = 22 nao possui solucao inteira.

e Sey=1,5x=22—-7=15=2=3.

e Se y =2, a equagao Hx = 22 — 14 = 8 nao solugao inteira.

e Se y =3, a equacao bxr = 1 nao possui solucao inteira.

e Se y > 4, o valor ultrapassa 22.

Portanto, ha apenas uma maneira: 3 pacotes de lapis e 1 pacote de borrachas.

b) Nao. Queremos 5z + 7y = 16. Testando todos os valores possiveis para y:

e Se y =0, 5z = 16 (nao é divisivel por 5).

e Sey=1,5r=16—-7=9 (nao é divisivel por 5).

e Sey =2, 5x =16 — 14 = 2 (ndo é divisivel por 5).

e Se y > 3, o valor ja ultrapassa 16 (7 x 3 = 21).

Como nao ha valores inteiros de = e y que satisfacam a equagao, é impossivel comprar exatamente 16 itens.

c) 23 itens.

Justificativa: Primeiro, verificamos que 23 é impossivel testando os valores de y:

e y=0= 5z =23 (ndo).

e y=1= 5z =16 (nao).

e y=2= 5z =9 (nao).

e y=3= 5z =2 (nao).

Em seguida, notamos que conseguimos formar 5 totais consecutivos logo apds o 23:

¢ 24 =5x%x24+7x%x2

e 25=5x54+7x0

e 26=5x14+7x3

e 27T =5x4+7x1
e 28=5x0+7x4

Como conseguimos obter 24, 25, 26, 27 e 28, qualquer valor maior que 28 pode ser obtido simplesmente
adicionando pacotes de 5 unidades a um desses valores base. Logo, 23 é o maior valor impossivel.

Solugao:
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2. Um grupo de 5 bailarinas veste camisetas numeradas de 1 até 5. No palco, existem 5 marcas no chao também
numeradas de 1 até 5. Uma “formac¢do” consiste em posicionar cada bailarina sobre uma marca, de modo que
todas as marcas estejam ocupadas. Dizemos que uma bailarina estd na posicao original quando o nimero de sua
camiseta é igual ao niimero da marca no chao.

a) Considere apenas as 4 bailarinas numeradas de 1 até 4 e as marcas de 1 até 4. Quantas formagoes existem em
que nenhuma bailarina esteja na sua posicao original?

b) Considere agora as 5 bailarinas. Quantas formacoes existem em que exatamente uma bailarina esteja na
posicao original e as outras quatro estejam fora da sua posigao original?

c¢) Considere novamente as 5 bailarinas. Chamamos de caminhada uma forma de reorganizar as bailarinas: Para
cada marca X no chao é designada uma nova marca Y no chao (X pode ser igual a Y), de modo que a
bailarina que estava sobre a marca X se movimentard para a marca Y.

Podemos representar uma caminhada por uma tabela de duas linhas: na primeira linha, temos as marcas
de 1 a 5; na segunda linha, embaixo de cada marca X, ha a marca Y para onde a bailarina da marca X se
movimenta.

Por exemplo, a seguinte tabela

Inicio ‘ 1
Depois ‘ 2

2 3 45
1 3 45
indica que as bailarinas das marcas 1 e 2 trocaram de lugar, e as demais permaneceram onde estavam.

Uma caminhada é chamada de espelhada quando, comecando com todas as bailarinas em suas posicoes originais
e realizando a caminhada duas vezes seguidas, todas voltam as posicoes originais.

A caminhada acima é espelhada. Ja a caminhada

Inicio ‘ 1 2
Depois | 2 3

3 4 5
1 4 5

nao é espelhada, pois, ao repeti-la, a bailarina 1 termina na marca 3, que nao é sua posicao original.

Quantas caminhadas espelhadas existem?

Solucao:

a) Vamos analisar as escolhas da Bailarina 1 e as consequéncias para as demais. A Bailarina 1 estd na fila para
escolher uma marca. Como ela nao pode ficar na marca 1, ela tem 3 opcoes (marcas 2, 3 ou 4).

Vamos supor que a Bailarina 1 escolha a marca 2. Agora precisamos posicionar as bailarinas 2, 3 e 4 nas
marcas restantes (1, 3 e 4), garantindo que nenhuma fique na sua prépria marca. Vamos dividir as escolhas
da Bailarina 2 em casos disjuntos (Principio Aditivo):

Caso 1: A Bailarina 2 escolhe a marca 1.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as marcas 3 e 4. A Bailarina 3 nao pode ficar na marca 3, entao
ela obrigatoriamente vai para a marca 4. A Bailarina 4 fica com a marca que sobrou, a marca 3.
Temos 1 possibilidade neste caso.

Caso 2: A Bailarina 2 escolhe a marca 3.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as marcas 1 e 4. A Bailarina 4 nao pode ficar na marca 4, entao
ela obrigatoriamente vai para a marca 1. A Bailarina 3 fica com a marca que sobrou, a marca 4.
Temos 1 possibilidade neste caso.

Caso 3: A Bailarina 2 escolhe a marca 4.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as marcas 1 e 3. A Bailarina 3 ndo pode ficar na marca 3, entao
ela obrigatoriamente vai para a marca 1. A Bailarina 4 fica com a marca que sobrou, a marca 3.
Temos 1 possibilidade neste caso.
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Pelo Principio Aditivo, se a Bailarina 1 for para a marca 2, temos um total de 1 + 1 4+ 1 = 3 formagoes
véalidas.

O mesmo raciocinio se aplicaria de forma idéntica se a Bailarina 1 tivesse escolhido a marca 3 ou a marca 4
(sempre gerando 3 ramificagoes validas para cada escolha inicial).
Portanto, pelo Principio Multiplicativo, multiplicamos as opc¢oes iniciais da Bailarina 1 pelas possibilidades
de desdobramento de cada escolha:
Total = 3 (escolhas da Bailarina 1) x 3 (formagoes para cada escolha) =9
Resposta do item a: Existem 9 formagoes.
b) Este problema pode ser dividido em duas etapas de decisao independentes:

Etapa 1: Escolher qual bailarina ficard na sua posigao original.
Como temos 5 bailarinas, temos 5 escolhas possiveis (pode ser a bailarina 1, ou a 2, ou a 3, ou a 4, ou a 5).

Etapa 2: Posicionar as 4 bailarinas restantes.

Uma vez fixada a bailarina que fica no seu lugar correto, restam 4 bailarinas e 4 marcas. A condi¢ao do
problema exige que nenhuma dessas 4 fique na sua posicao original. Nos ji calculamos exatamente esse
cenario no item a. Sabemos que existem 9 maneiras de reorganizar 4 bailarinas de modo que nenhuma fique
em sua marca original.

Aplicando o Principio Multiplicativo (ja que para cada escolha da Etapa 1, temos as possibilidades da Etapa
2):
Total = 5 (escolhas da fixa) x 9 (formas de desorganizar as outras 4) = 45

Resposta do item b: Existem 45 formagoes.
Uma caminhada espelhada significa que, se vocé aplicar a mesma regra de movimento duas vezes, todas as
bailarinas voltam para o ponto de partida.

Se em uma caminhada s bailarina na marca X vai para a marca Y e a bailarina da marca Y vai para uma
marca Z entao a bailarina da marca X nao volta a sua posicao original. Portanto, precisamos contar as
formas de organizar as 5 bailarinas em pares de troca e posigoes fixas.

Isso sé é possivel se as bailarinas se enquadrarem em duas situagoes:

(a) A bailarina nao se move (fica na sua posi¢ao original).
(b) Duas bailarinas trocam de lugar entre si (um ”par de troca”).
Vamos dividir o problema em casos disjuntos baseados na quantidade de pares que trocam de lugar (Principio

Aditivo):

Caso 0: Nenhuma troca.
Todas as 5 bailarinas ficam em suas posigoes originais. Existe apenas 1 caminhada assim.

Caso 1: Exatamente um par troca de lugar (2 trocam, 3 fixas).

Para formar o par que vai trocar de lugar, precisamos escolher 2 bailarinas dentre as 5.
(a) Temos 5 opgoes para a primeira integrante do par.
(b

)

) Temos 4 opcoes para a segunda integrante.

(c¢) Pelo principio multiplicativo: 5 x 4 = 20. Porém, a ordem de escolha dentro do par nao importa.
)

(d) Dividindo para corrigir a repetigao: 20/2 = 10.

Existem 10 caminhadas neste caso.

Caso 2: Exatamente dois pares trocam de lugar (4 trocam, 1 fixa).
Podemos construir essas caminhadas em etapas:
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(a) Etapa 1: Escolher a tnica bailarina que ficara fixa. Temos 5 opgoes.

(b) Etapa 2: Separar as 4 bailarinas restantes em dois pares. Para fazer isso, pegamos a primeira bailarina
disponivel. Ela tem 3 opgoes de parceira. Apos esse primeiro par ser formado, sobrardao exatamente 2
bailarinas, que formarao o segundo par obrigatoriamente (1 opg¢ao).

Pelo principio multiplicativo:
5 (escolhas da fixa) x 3 (escolhas de parceira) x 1 (parceiras restantes) = 15

Existem 15 caminhadas neste caso.

Finalmente, aplicando o Principio Aditivo, somamos os totais:

Total =1 (Caso 0) + 10 (Caso 1) 4+ 15 (Caso 2) = 26

Resposta do item c: Existem 26 caminhadas espelhadas.
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3. Um tradicional bloco de carnaval de Pernambuco possui, em seu acervo inicial, 93 sombrinhas de frevo e 50
estandartes.

Para renovar e equilibrar o desfile, a diretoria utiliza um “Quiosque de Trocas” que trabalha segundo duas
regras estritas:

Regra 1. Entregar 5 sombrinhas para receber 3 estandartes.
Regra 2. Entregar 2 estandartes para receber 6 sombrinhas.

Determine se é possivel, através de uma sucessao dessas operagoes, aumentar o nimero total de aderecos do
acervo em exatamente 10 unidades, de modo que, ao final, a quantidade de sombrinhas seja exatamente o dobro
da quantidade de estandartes. Caso seja possivel, indique quantas vezes cada regra de troca deve ser utilizada.
Caso contrario, explique o porqué.

Solugao: Sejam:

So = 93: Quantidade inicial de sombrinhas.
e Fy = 50: Quantidade inicial de estandartes.
e z: Numero de vezes que a Regra 1 é aplicada.
e y: Numero de vezes que a Regra 2 é aplicada.
Analisamos o saldo liquido de aderegos (total de pecas) em cada operagao:
e Regra 1: Perde 5 sombrinhas, ganha 3 estandartes. Variacao: —5 + 3 = —2.
e Regra 2: Perde 2 estandartes, ganha 6 sombrinhas. Variacao: —2 4 6 = +4.
O problema exige que o aumento total seja de 10 unidades. Logo:
20 +4y=10 = —x+2y=5 = x=2y—5 (Eq. I (1)
As quantidades finais de sombrinhas (Sy) e estandartes (Ey) sdo dadas por:

Sy =93 —5x + 6y
Er =50+ 3z -2y

A condicao do problema é que Sy = 2 - Ey. Substituindo as expressoes:
93 — 5z + 6y = 2(50 + 3z — 2y) (2)

Desenvolvendo a equagao:

93 — 5z + 6y = 100 + 6z — 4y

6y + 4y — 5 — 62 = 100 — 93
10y — 11z =7 (Eq. II)

Substituimos a (Eq. I) na (Eq. II):

10y —11(2y —5) =7

10y — 22y +55 =7

—12y =7-55
—12y = —48
y=4
Agora, encontramos o valor de x:
r=2(4)-5
=8—-5

Verificamos os valores finais com x =3 e y = 4:
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e Sombrinhas: 93 — 5(3) + 6(4) = 93 — 15 + 24 = 102.

e Estandartes: 50 + 3(3) —2(4) =50+ 9 — 8 = 51.

e Proporcao: 102 =2 x 51 (Correto).

e Total: 102 + 51 = 153. Inicial era 143. Aumento de 10 (Correto).

Resposta: Sim, é possivel. O bloco deve realizar a Regra 1 trés vezes e a Regra 2 quatro vezes.
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4. Um grande vitral de uma igreja tem o formato de um paralelogramo ABC D, conforme a figura abaixo.

Por razoes estruturais, engenheiros instalam cabos de ago no interior do painel, ligando vértices e pontos das
bordas, exatamente como mostrado na figura. Todos os cabos sdo retilineos, e seus pontos extremos pertencem
aos lados do paralelogramo.

Esses cabos dividem o painel em vérias regioes. As dreas de quatro dessas regides (em metros quadrados) sao
conhecidas:

(i) um painel central no formato de um quadrilatero com area 79;
(ii) um painel superior no formato de um quadrildtero com &area 72;
(iii) dois pequenos painéis triangulares a direita, com areas 10 e 8.

Préxima ao vértice superior esquerdo A, hd um pequeno painel triangular (a regido escura na figura), cuja érea é
desconhecida. Determine o valor z da area desconhecida.

Solugao: Denotaremos, doravante, por [P] a drea de um poligono P. Considere o paralelogramo ABCD e os

pontos
EcAB, GeBC, FeDC.

Observe inicialmente que os tridangulos AADE ¢ AEFB tém bases contidas em AB, e a soma das medidas
dessas bases é igual & medida de AB. Além disso, ambos possuem altura igual a altura do paralelogramo ABCD
relativa a base AB.

Logo, a soma das dreas desses dois triangulos € igual a metade da drea do paralelogramo:

[ADE] + [EFB] = %[ABCD].

Por outro lado, considere o tridngulo AADG. Tomando AD como base do paralelogramo, nota-se que AADG
tem a mesma base e a mesma altura que ABCD. Portanto,

[ADG] = %[ABCD].

Assim, conclui-se que
[ADE] + [EFB] = [ADG].

Seja y a area da parte nao sombreada do triangulo AADFE, de modo que
[ADE] =z +y.
Seja z a area da parte nao sombreada do tridngulo AEF B, de modo que
[EFB] =72+ 2z + 8.
Observando a decomposicao do triangulo AADG, temos

[ADG] = y + 79 + z + 10.
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Substituindo essas expressoes na igualdade
[ADE] + [EFB] = [ADG],

obtemos
(x+y)+(12+2+8)=y+ 79+ 2+ 10.

Simplificando,
x + 80 = 89,

donde concluimos que z =9
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5. O pai de Mateus recortou diversas pecas de quatro tipos diferentes, todas compostas por quadrados unitarios,
conforme ilustrado abaixo. Considere que ha um estoque ilimitado de cada tipo de peca e que todas podem ser

rotacionadas ou refletidas.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Mateus deve decidir se é possivel cobrir perfeitamente (sem sobreposigoes ou espagos vazios) certos tabuleiros
retangulares utilizando apenas alguns dos tipos de pecas fornecidas. Determine se:

(a) é possivel cobrir um tabuleiro 8 x 9 usando pecas do tipo 2 e/ou 37

(b) é possivel cobrir um tabuleiro 11 x 13 usando pegas do tipo 1 e/ou 3?

(c) é possivel cobrir um tabuleiro 11 x 13 usando pegas do tipo 1 e/ou 47

Solugao:

(a) Sim
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(b)

()

Nao. Observe que o total de casas do tabuleiro é um nimero impar e tanto as pecas do Tipo 1 como as
pecas do Tipo 3 possuem uma quantidade par de quadrados, ao utilizar varias dessas pecas, elas sempre vao
cobrir um ntmero par de casas.

Nao. Utilizando a coloracao de um tabuleiro de xadrez atribua o valor 1 para cada casa escura e o valor —1
para cada casa clara.

Supondo que a casa que fica no canto esquerdo superior é escura, o tabuleiro possui 72 casas escuras e 71
casas claras. Portanto, a soma dos valores de todas as casas deste tabuleiro é

72-(+1)+71-(-1)=1.
Analisando a soma dos valores que cada peca pode cobrir, observamos que

— Uma pega do Tipo 1 cobre uma casa branca (+1) e uma preta (—1). O valor dessa cobertura é
(=1)+ (+1) =0.
— Uma peca do Tipo 4 pode cobrir 5 casas pretas e 2 brancas. O valor dessa cobertura é 3.

— Uma peca do Tipo 4 pode cobrir 5 casas brancas e 2 pretas. O valor dessa cobertura é —3.

Seja Py o nimero de pegas do Tipo 1. Seja P4 3) o nimero de pegas do Tipo 4 com valor da cobertura igual
a 3. Seja P4 _3) o numero de pegas do Tipo 4 com valor da cobertura igual a —3. Para que cobertura seja
possivel é necessario que a seguinte equacao admita solugdo nos inteiros nao negativos:

0-Pr+3-Pygz)+(=3) Py_3 =1,

ou seja, Py 3) — Pu,—3) = % precisa admitir solugao com Fy3) € Py, _3) inteiros, o que é um absurdo.




