C()'\) Olimpiada Pernambucana de Matematica 2024 oo

© Primeira Fase - Nivel 2 ( 82 e 92 anos )

OPEMAT

*

Il ‘l'q.-“!'.sr:'l
. SE G
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1. Qual é o maior valor possivel para c de tal forma que a equacdo z? — 8z + ¢ = 0 tenha pelo menos uma raiz
real?

(A) 13
(B) 14
(C) 15
(D) 16
(E) 17

Solucao:
O discriminante da equacdo I : 22 — 8z + ¢ = 0 é dado por

A =064—4c=4(16 —¢).
Como a equacao I possui pelo menos uma raiz real entdo A > 0, isto é, ¢ < 16. Logo, o maior valor possivel

para c é 16.
Portanto, a alternativa correta é a letra (D).

2. Um arquiteto estd projetando a inclinagao da estrutura da fachada de um telhado com formato triangular,
conforme mostrado na figura abaixo

A construcao serd feita de modo que a medida do angulo A seja 50° e, para garantir a rigidez da estrutura, é
preciso colocar as sustentagoes BE e CD de modo que sejam perpendiculares aos lados do telhado AC e AB,

respectivamente, e que possuam a mesma medida. Assinale a alternativa que corresponde a inclinagao do lado
BA do telhado, em relacao a base BC.

(A) 50°
(B) 55°
(C) 60°
(D) 65°
(E) 75°




Solucao:

Segundo os dados do enunciado, a configuragao do problema pode ser dada pela figura a seguir:

B C

Pelo critério de congruéncia ALA, os triangulos AADC e AAEB sio congruentes. Logo, AB = AC. Isto
mostra que o triangulo AABC é isésceles e consequentemente: ABC = ACB. Desde que BAC = 50° e a
soma dos dngulos internos de um tridngulo vale 180°, segue que: ABC = ACB = 65°.

Portanto, a alternativa correta é a letra (D).

3. Janaina gosta de quadrados perfeitos e sempre esta buscando formas diferentes de construi-los. Desta vez, ela

esta procurando os inteiros positivos x tais que x 4+ 2z + - - - 4+ 100z seja um quadrado perfeito. Qual é o menor
valor de xz que Janaina pode encontrar?

(A) 101
(B) 100
(C) 202
(D) 505
(E) 50

Solucao:
z x 100 x 101

Note que z+2x+---+100z = 2(14+2+---4+100) = 5

Portanto, a alternativa correta é a letra (C).

= 2 x52x2x101. Logo, z = 2x 101 = 202.

4. Isabela pratica natacao, handebol, futebol, volei e basquete. Ela pratica um tnico esporte em cada um dos sete
dias da semana. Sabe-se que ela pratica handebol trés dias, mas nunca em dois dias consecutivos. Na segunda-
feira, ela joga basquete, e na quarta-feira, volei. Além disso, Isabela pratica natagao e joga futebol, mas nao joga

futebol se no dia anterior tiver jogado handebol ou praticado natagao. Qual é o dia da semana em que Isabela
pratica natacao?

(A) Domingo
(B) Terga-feira
(C) Quinta-feira
(D) Sexta-feira
(E) Sébado




Solucao:

e Domingo - Handebol

Segunda-feira - Basquete

Terca-feira - Handebol

Quarta-feira - Volei

Quinta-feira - Futebol

Sexta-feira - Handebol

Sébado - Natacao

Portanto, a alternativa correta é a letra (E).

5. A distancia entre dois niimeros reais x e y com z < y na reta numérica, é dada por y — z. Sabendo que a

distancia entre x e —— ¢é 3, onde x é um numero positivo, assinale a alternativa que corresponde a distancia entre

1
ﬁe—ﬁ.

(A) 1
(B) v3
(C) 2
(D) V5
(E) 5

Solucao:

N7

Note que o valor procurado é positivo. Seja a = \/x + . Entao,

1 1
\/.E“Fﬁ:a — x+2+;:a2

= T+
= 3
— 4> =5
— a

Portanto, a alternativa correta é a letra (D).

6. Em uma folha de papel estao desenhados 7 pontos, sendo 5 azuis e 2 vermelhos, de acordo com as seguintes
regras:

(i) Quaisquer dois pontos podem estar ligados por no méximo um segmento de reta,
(ii) Os pontos vermelhos nao estao ligados entre si;

(iii) Cada ponto vermelho estd ligado a todos os pontos azuis;

(iv) Todos os pontos azuis estao ligados entre si.

Denotando os pontos vermelhos por v1 e v, de quantas maneiras diferentes podemos conectar o ponto v1 ao ponto
v9 passando no maximo uma Unica vez por pelo menos um ponto azul?




(A) 650
(B) 7

(C) Tx6x5x4x%x3

(D) 325

(E) 5+4+3+2+1

Solucao:

Portanto, a alternativa correta é a (D).

Saindo de vy, passando por exatamente um ponto azul, sao 5 possibilidades; passando por dois pontos azuis,
sao b x 4 = 20 possibilidades; passando por trés pontos azuis, sao 5 x 4 x 3 = 60 possibilidades. Seguindo este
raciocinio, vemos que o nimero de possibilidades de sair de vy e ir para vy é

54+5Xx4+5x4x3+5x4x3%x2+5x4x3x2-1=325.

7. Para construir o origami “cabeca de cachorro”, Chico utiliza um papel reticulado formado por quadrados de

lem de lado, executando os seguintes passos:

i) Dobra o papel ao longo de sua diagonal formando um tridngulo;

ii) Dobra o triangulo obtido no passo anterior a partir do ponto F', na figura abaixo, de forma que o segmento
FC sobreponha o segmento F'G, e a partir do ponto F, de forma que o segmento FA sobreponha o segmento

EH,

iii) Dobra a forma resultante de modo que o ponto D sobreponha o ponto K e fazemos os olhos e o nariz obtendo

o origami conforme a figura abaixo.

A drea do origami “cabeca de cachorro” construido por Chico é:

110 — 32v2
2

109 — 322
2

117 — 322
2

110 — 36v/2
2

(A)
(B)
(©)
(D)

Ce

(@\\a




117 — 162

(®) ——

Solugao:
Seja F'L o segmento obtido pela dobra que sobrepoe os segmentos F'C' e F'G onde L estd no segmento CG.
Seja C’ o ponto correspondente de C obtido pela sobreposicao de FC' sobre FG.
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Figure 1
Assim,
GC'=FC' - FG = (92-5v2) —4=4v2-4=14(v2-1).
. A - 45° . 225° i ,
Agora, observe que o angulo LCF = 45° e CFL = 5 Logo, FLC = —5 € como os triangulos F'C'L e
. 2950 . 2 2 - 135°
FCL sao congruentes (caso LLL), o angulo FLC' = 5 - Além disso, FLC' = FLG+GLC' e FLG = 5

(GLF é triangulo retangulo). Assim GLC' = 45° ¢ como LGC' = 90°, segue que GC'L = 45°. Desta forma
GLC' é isésceles.

Logo,

44(v2-1
).
Como por construcao o triangulo GLC é congruente ao triangulo HAM e o tridngulo FGL é congruente ao
triangulo FH M, a drea A do origami cabeca de cachorro é dada por

[FGL] =

IDIJK] -2 [FGL = 2 — 3 o (3(v2-1)) = 08 _ 5 = M=

1 1
A= [ABCD] -3 -2 = .

Portanto, a alternativa correta é a alternativa (B).

Solugao 2:
A 4rea da “orelha” FC'L é dada por

FC'-GL FC'-GC' _ 4V2-(4v2—4)
2 - 2 - 2

=8vV2(vV2-1).

Pela construcao, a drea da outra “orelha” A’ME é 8\@(\/? -1).
1 1 45
A 4rea do poligono [EFGJIH] é dada por 25 — 2 — 5= 23 — 3= 5




Logo, a area do origami “cabeca de cachorro” é

16\@.(\@_1”%: 32\/5-(\/g—1)+45 _ 109—232\/5.

Portanto, a alternativa correta é a alternativa (B).

8. Luiza possui 3 filhas: Ana, Camila e Tereza. Ana e Camila tém 6 e 8 anos, respectivamente. Luiza observou
que multiplicando a sua idade pela idade de Ana e somando este valor a idade de Camila vezes a idade de Tereza,
obteria como resultado o produto da sua idade pela idade de Tereza, subtraido de 1. Sabendo que Luiza tem mais
de 30 anos, assinale a alternativa que corresponde a soma das idades de Luiza e Tereza?

(A) 28
(B) 36
(C) 50
(D) 64
(E) 66

Solugao:

O problema equivale a encontrar os pares (x,y) de inteiros positivos que sao solugoes de
6z +8y =a2y—1
e que satisfazem x > 30. Note que
6-y)(8—x)=6-8—62—8y+ay=48+1=49="7%
Como 7 é primo, devemos ter necessariamente
6 —y==41,4£7ou +49.

Por inspegao, verifica-se que x = 57 e y = 7 é a Unica solugao que cumpre = > 30.
Portanto, a alternativa correta é a letra (D).

9. Numa aula de Matematica, o Professor Paulo Santiago afirmou para seu aluno Pedro que existe um unico
nimero inteiro n tal que o ntimero da forma n? +mn 4 1 é um divisor de n® —n? — 2n + 3 no conjunto dos nimeros
inteiros. Assinale a alternativa que corresponde ao valor de n? +n + 1.

(A) 3
B) 7
(C) 13
(D) 31
(E) 93

Solugao:

Usando o algoritmo da divisao euclidiana, é possivel concluir que
(nd—n?-2n+3)—n-2)n*+n+1)=5—n.
A partir da relacdo acima, desde que n? +n + 1 divide n® — n? — 2n + 3 entdo n? +n + 1 divide 5 — n. Assim,

5—n=0oun®+n+1<|5—n|.

Logo, resolvendo a equagao e a inequagao modular acima, obtemos n =5 ou n = 1.




Disto, n = 5 é o tnico inteiro positivo que satisfaz o problema inicial e dai, o maior valor possivel para
n?+n+1652+5+1=3l1.

Portanto, a alternativa correta é a letra (D).

10. Arthur estd brincando com Dafne de escrever nuimeros usando expressoes incomuns. Ele entdo escreveu o
nimero

1
(V2+1)-(V2+1)-(V2+1)- (V2+1)- (V2+1)

e desafiou Dafne a determina-lo. Dentre as alternativas abaixo, assinale a que corresponde a uma resposta correta
para o desafio.

(A) V2
(B) v2
(©) V2
(D) V2
(B) V2

+ 1,

Solucao:
Observe que

1 = (V2)2-12
= (V2-1)-(vV2+1)
= (V2-1)-(V2+1)- (vV2+1).

Repetindo esse processo de forma iterativa, obtemos

1=(¥2-1)-(V2+1)-(V2+1)- (V2+1)- (V2+1) - (V2+1).

Consequentemente,
1
x:Wz(3\2/§+1)-(1€/§+1)-(3f2+1)-(\4/§+1)-(\/§+1).
Logo,

g : 1 : 1
(3\2/5—1)1'21 — Vil = = W7 =1
x €T

Portanto, a alternativa correta é a letra (E).

11. Na figura abaixo, o circulo w; de centro Op e raio ry estd inscrito no setor circular CAB de centro A, e
tangencia o arco BC' e o circulo wy de centro Oy e raio ro no ponto P. Por sua vez, o circulo wsy é tangente ao

. . . . N ~
circulo maior que passa pelos pontos ABC'. Assinale a alternativa que corresponde a razao —.
T2




Solugao:
Sejam S e T os pontos de tangencia do circulo w; com o setor circular ABC'. Seja O o centro do circulo que
passa por A, B e C e tem raio R=0A=0B=0C=0D.

Vamos calcular os raios 71 e 79 em termos do raio R.
Pelo teorema de Pitagoras aplicado aos triangulos retangulos
ANASO, e AABQO, obtemos respectivamente,

A0, =V2r, e AB=AC = AP =+2R.
Agora,
R=0D = OP+PD = (AP — AO)+PD = (\@R - R>+2r2.

Segue que, ro = 2_2—‘/5]%. Por outro lado,
V2R = AP = AO; + O1P = V271 + 1.

Isto fornece, 11 = \/‘ﬁlR. Logo,

T V2 2 22

s V24l 2-v2 2v2-2+2-v2

Portanto, a alternativa correta é a letra (C).

12. Joana organizou uma loteria com 2024 bilhetes, escrevendo na frente de cada bilhete um niimero n em
vermelho, com 1 < n < 2024, e no verso, o nimero (2024 —n) em azul. Joana estabeleceu como regra que um
bilhete é premiado se o produto entre o niimero que estd na frente e o nimero que estd no verso ¢ multiplo de
2024. Se um bilhete é sorteado ao acaso, qual a probabilidade de que seja um bilhete premiado?

1
1012
1
2024

3
(©) 1012

(A)

(B)




3
D)
(D) 2024
5
E) —
() 2024

Solugao:
Seja P, (n=1,...,2024) o produto entre o nimero da frente e o nimero do verso do n-ésimo bilhete.
Entao,

P,=n-(2024 —n) = 2024n —n2, n=1,...,2024.

Sendo 2024n miiltiplo de 2024, o produto P, serd multiplo de 2024 se, e somente se, n? for multiplo de 2024.
Observando que 2024 = 23-11-23, temos que n? é miltiplo de 2024 se, e somente se, n é miltiplo de 22-11-23,
ou seja, se, e somente se, n é multiplo de 1012. Temos que, entre 1 e 2024, ha % = 2 multiplos de tal
numero. Portanto, ha 2 bilhetes premiados.

Como héd um total de 2024 bilhetes, resulta que a probabilidade de que um bilhete sorteado ao acaso seja
premiado é 2/2024, ou seja, 1/1012.

Portanto, a alternativa correta é a letra (A).
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