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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 abra este caderno apés ler todas as instrugoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
Preencha os dados pessoais.

A prova é composta de 5 questoes: 1 questdao do tipo Verdadeiro ou Falso e 4 questdes dissertativas.
Para cada questao sera atribuido um valor maximo de 60 pontos, totalizando 300 pontos.

A resposta da questao do tipo Verdadeiro ou Falso s6 sera considerada mediante a marcagao no gabarito
e justificativa.

Para marcar a resposta, utilize apenas caneta esferogréafica preta ou azul com o modelo:
o

A marcacao da folha de respostas é definitiva, nao admitindo rasuras.
Marcacoes duplas, em branco ou diferentes do exemplo acima serao desconsideradas.
Além de marcar a alternativa, vocé deve também justificar a resposta na folha destinada.

As 4(quatro) questoes discursivas devem ser resolvidas, no Caderno de Questoes, e na pagina onde
estao enunciadas.

Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

Nao risque, nao amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso poderd prejudica-lo.

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opinido nem a prestar esclarecimentos sobre o conteudo das
provas. Cabe tnica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

As solugoes dos exercicios poderao ser feitas a lapis ou a caneta. E de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova estd legivel antes de envid-la. Passagens ilegiveis poderao ser desconsideradas.

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao sera posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

Duracao da prova: 4 horas.




Ql. Considere o circulo C, com centro na origem O = (0,0) e raio a. Seja A = (a,0) o ponto de intersecao do circulo
C, com o eixo x. Considere agora, o circulo C, com centro C' na reta OA e raio b, tangente a C, em A, com
b < a. O circulo Cy rola sob o circulo C, no sentido anti-horédrio sem deslizar, de forma que a semirreta OC, apds
b -
o rolamento, forma um angulo 6 com o eixo z, com § < 2—m e T' o ponto de intersecao da semirreta OC' com a
a
circunferéncia Cy,

Apés o rolamento de Cy, sob C, por um angulo 6, o ponto A é deslocado para o ponto P = (z(6), y(0)), conforme
a figura abaixo:

Figure 1: Representacao do rolamento

Julgue os itens a seguir atribuindo (V) se a afirmacao for VERDADEIRA ou (F) se a afirmagao for FALSA.

(A) (V) (F) Se Py é a projegao do ponto C' no eixo z, entdao OP; = (a — b) cos(0) e CP; = (a — b) sin(0).
(B) (V) (F) Se a = TCP, entéo 2ab = af.
(C) (V) (F) Seja S um ponto de Cy a direita de C' apés o rolamento tal que o segmento C'S é paralelo ao eixo

e P> o ponto de intersecao entre a reta paralela a C'S que passa por P e o segmento C'P;. Se ¢ é o angulo
SCP, entao P,P = bsin(p) e CPy = bcos(y).

(D) (V) (F) O angulo ¢ é dado por p =a — 60 = (a_bb)e‘
(E) (V) (F) As coordenadas z(6) e y(#) do ponto P sdo dadas por z(0) = (a — b) cosf + bcos <(a—b)9> e

0= ey i (2509), b




SOLUCAO: (A) Verdadeiro.
Considere o triangulo AOC Py, onde P é a projecao do ponto C' no eixo = entéao,

¥

Figure 2: Representacao do rolamento

P P
cost) = % = (aO—lb) = OP1 = (a — b)cos(0)
CP CP1

senf 0C ~ =0 = C (a —b)sen(6)
(B) Falso.
Observe que ba = Arco(T'P) = Arco(AT) = af. Assim, ba = af (Figura 2). Logo, ab = af.
(C) Falso.
Observando o triangulo APP,C' concluimos que PPy = becos(y) e CPy = bsen(y) pois,

PP
cos(p) = é = PP = cos(p)CP = bcos(p)

P
sen(p) = % = CPy = sen(p)CP = bsen(p)

(D) Verdadeiro.
Sendo S um ponto de C apds o rolamento tal que o segmento C'S' é paralelo ao eixo x , olhando para os (tri)éngulos

AP,PC e ASCP, note que 1 e o sao alternos internos, logo @1 = o =¢. Assim, ¢ = a—0 = abe -0 =
(a —b)o

,




Figure 3: Circulo C}

(E) Verdadeiro.

Pela figura observamos que x(0) = OP, + PP, e y(§) = CP; — CP». Pelo que vimos nos itens anteriores segue
que as coordenadas z(#) e y(#) de P sao dadas por

2(0) = (a — b)cos(0) + beos(p) = (a — b)cosh + bcos ((a —bb)9> 7

y(0) = (a — b)senb — bsen(p) = (a — b)sen(f) — bsen ((a —bb)G) .




Q2. No intervalo entre as aulas de geometria e teoria dos numeros da “Escola Olimpica de Matemaética”, Francisco
pediu a professora Maité a senha de acesso ao laboratério de computacao para jogar “League of Legends” com
seus amigos. A professora Maité disse a Francisco que sé daria a senha de acesso ao laboratério se ele determinasse
a solucao da equacao:

2(v=1) 4 37 = o77 2(~271),

Sabendo que Francisco e seus amigos conseguiram jogar “League of Legends” no laboratério, qual foi a solugao
encontrada por ele?




SOLUCAO:

Observe que

27%
= 92211’
multiplicando por 2 em ambos os membros, obtemos
27%

Agora dividindo ambos os lados da equacao por 2%, obtemos

(3%) 271°

3\ 27\"
= 142=-) =(—
-2(3) - (5)
3 x 3 3x
=142 =|= .
-2(3) - (2)
3 x
Fazendo agora ¢ = <2> , substituindo na equagao acima obtemos
14+20=¢3 = > —2p—1=0. (1)
Fatorando o polinomio a esquerda da igualdade, obtemos
=20 -1=(p*—p-1)(p+1).

1++5 1-+5
5 YT T

3 x
Logo as solugoes da equacao (1) sao ¢ = e p=—1. Como ¢ = <2) > 0, entao a tunica

que é o numero de ouro. Assim, temos

solucao possivel é p =

<3>z _1+vs 2)

2 2

Tomando o logaritmo na base e em ambos os lados da equacao (2), obtemos que a senha encontrada é

| (1 n \/5)
S
——— (3)

=(2)

€Tr =




Q3. Considere a seguinte expressao algébrica

\/1000 + ¥/n+ \/1000 — Yn.

Determine a quantidade de ntimeros inteiros n > 1 que torna a expressao acima um niimero inteiro.




SOLUQAO: No que segue, chamaremos a expressao acima de um certo nimero inteiro K > 0. Assim,

\/1ooo+ Wn + \/1000— Yn = K
— 1000 + ¥/n + 1000 — ¥n +21/1000.000 — /n = K>
— 4000 > 2000 + 21/1000.000 — ¥/n = K2

— 24/1000.000 — ¢/n = K2 —2000 > 0.

Logo,

2 275
oo - (FS 20

2000 < K? < 4000 = 45 < K < 63.

Como n é um ntimero inteiro entdo K? é um ntimero par, consequentemente, & é um nimero par. Desde que
46 < K <62
entao
K € {46,48,50, ...,60, 62},

isto é, para cada K inteiro e par, teremos um Unico inteiro n, o que mostra que a resposta desejada ¢é 9.




Q4. No “Multiverso” do Pirraia e da Piveta, existe uma estrutura plana articulada composta por infinitos segmentos
circulares associados as cordas Py P, PoP3, P3Py,... conforme a figura a seguir.

Py Py P Py P; see

Deseja-se calcular a area total dessa estrutura, mas apenas a area do segmento circular maior é conhecida. Nossa

dupla resolveu esse problema quando descobriu que existe uma configuracdo para essa estrutura (ver figura
abaixo) de um modo que, para cada n > 1:

(i) os triangulos P, Py, +1Py+2 sao semelhantes (com esta ordem dos vértices);
(ii) o ponto P43 estd a uma mesma distancia dos segmentos P, P41 € Pyi1Pyyo;

(iii) o arco de circulo P, P,4+1 possui centro em P, 3.

Ps

Sendo assim, determine a soma total das areas dessa estrutura, sabendo que a area do maior segmento circular

vale 5 — /5.




SOLUQAO: Primeiramente, note que os pontos P, P,12 e Pp,3 sao colineares, para todo n > 1.

De fato, para simplificar a notacao, vamos verificar isto apenas para os pontos P;, P3 e Py, pois o argumento é
0 mesmo para o caso geral.

Facamos P3P Py, = 0. Por (i), temos que PPP; = 0. A condigao (ii) implica que Py pertence a bissetriz do
angulo Py P> Ps, logo PiPoPy = 0.

Por fim, a hipdtese (iii) assegura que o triangulo Py PPy ¢ isésceles. Dal, PP\Py, = PP,Py, = 0 = P3]51P2,
donde P;, P53 e P, estao alinhados.

Aplicando o mesmo raciocinio para os demais tridngulos é possivel concluir que, para todo n > 1, os tridngulos
P, P11 P2 sao isosceles e tais que P P43 = Pri3Ppy1 = Ppy1Pat2. Em particular,

PPy = PyPy = P,Ps.

Pn+2 Pn+3

Pn+1

Note que os triangulos P, P11 P,,+3 também sao semelhantes para cada n > 1. Logo, os segmentos circulares sao
semelhantes e, portanto, a sequéncia das areas Ay, Ag, ... forma uma progressao geométrica P.G (41, Ag, As,...)
n+1
Ap

semelhanca pode ser calculada por

cuja razao q = entre duas dreas consecutivas é dada pelo quadrado da razdo de semelhanca. A razao de
Py Ps

1472
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Py

P,

Dada a semelhanca P PoP3 ~ Po P3Py e considerando P P> = a e P, P3 = x, segue-se que

5—1
0<2: z =2’ 4+ar—a®>=0 :x:\f
r a—z 2

a

, PPy a V51
Dal, =— = .
P1P2 x 2

V5 -1 2_6—2\/5_3—\/5
2 42

Logo, a razao g entre as areas é q = (

Desta forma, a soma das infinitas areas que compoem a estrutura é dada por

S:

I-g  3-v6 Vi-1  V6-1 B+l 4
2

A 5-V5_26-V5) _265-v5) V5+1_ 2-4V5

2v/5
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Q5. O Pi-raia possui em seu quarto uma caixa contendo 3 medalhas de ouro, 3 de prata e 3 de bronze, sendo que
medalhas de um mesmo material sao indistinguiveis. De quantos modos o Pi-raia pode dispo-las em fila sobre
uma prateleira se ele ndo deseja que medalhas de um mesmo material fiquem juntas?

12




SOLUCAO: Representando por "0O”, "P” e "B” os trés materiais (ouro, prata e bronze), podemos identificar
uma disposi¢do das medalhas sobre a prateleira com um anagrama da palavra OOOPPPBBB. Denotemos por

Q = {anagramas de OOOPPPBBB}

e sejam

X = {anagramas de OOOPPPBBB nos quais ocorre o bloco OO}
{anagramas de OOOPPPBBB nos quais ocorre o bloco PP}
Z = A{anagramas de OOOPPPBBB nos quais ocorre o bloco BB}

~
I

O problema consiste, portanto, em contar os elementos de

-] XUuYuZ|.

Temos

9!
9 = 5o = L680.

Por outro lado, o principio da inclusao e exclusao afirma que
IXUYUZl =|X|+|Y|+|Z]—|XNY|—-|XNZ-YNZ+|XNYNZ|.

Para contar os anagramas de X, basta supor que duas letras OO formam um tnico bloco OO. Assim, teremos 7
letras e o bloco OO para permutar, o que pode ser feito de

8!
3131 =1.120 modos

Entretanto, ao contar estes anagramas, contamos os anagramas que possuem o bloco OOO duas vezes. Com
efeito, estes foram contados uma vez quando contamos os anagramas que possuiam uma letra O seguida do bloco
OO e outra vez quando contamos os anagramas que possuiam o bloco OO seguido do bloco O. O niimero de
anagramas que contém o bloco OOO é

7!

Logo, |X| = 1.120 — 140 = 980. Por um raciocinio andlogo, conclui-se que |Y| = |Z| = 980.

Os anagramas de X N'Y contém um bloco OO, um bloco PP e 5 letras, logo temos

7!

3= 840
anagramas ao todo. Aqui, porém, foram contados duas vezes os anagramas que contém um bloco OOO e um
bloco PP e duas vezes os anagramas que contém um bloco OO e um bloco PPP. Os anagramas que contém um
bloco OO0 e um bloco PP sdo em nimero

6!
€ 0 mesmo ocorre para os anagramas que contém um bloco OO e um bloco PPP. Descontando do valor obtido
originalmente, ficamos com 840 — 2 - 120 = 600 anagramas. Porém, neste processo, os anagramas que contém os

blocos OOO e PPP, que sao em ntimero

13




5!

5220,

foram contados quatro vezes e, em seguida, descontados quatro vezes. Logo, como nao foram contados nenhuma
vez, devemos contd-los uma unica vez. Assim, o total de elementos de X NY é 620. Por simetria, |[X N Z| =
Y N Z| = 620.

Por fim, para contar os elementos de X NY N Z, contamos os anagramas que contém os blocos OO, PP e BB e as
letras O, P e B, o que nos da 6! = 720 anagramas. Nestes, contamos duas vezes os anagramas que contém OQO,
PP e BB, duas vezes os anagramas que contém OO, PPP e BB e duas vezes os anagramas que contém OO, PP
e BBB. Como cada um destes ocorre em ntmero 5! = 120, temos que o novo sub-total é 720 — 3 - 120 = 360.
Fazendo isso, os anagramas que contém OOO, PPP e BB foram descontados quatro vezes,quando haviam sido
contados 4 vezes, originalmente. O mesmo vale para os anagramas que contém OOO, PP e BBB e OO, PPP e
BBB. Como cada caso destes contém 4! = 24 anagramas, incluimos estes na nossa contagem, obtendo assim o
subtotal = 360 + 3 - 24 = 432.

Finalmente, os anagramas que contém os blocos OOO, PPP e BBB, que sao em nimero 3! = 6 foram contados
8 vezes inicialmente, descontados 12 vezes e contados novamente 6 vezes, de modo que estes anagramas foram
contados 2 vezes. Assim, o nimero de elementos de X NY N Z é, de fato, 432 — 6 = 426.

Portanto, a resposta final é

IXUuYUuZl = | X|+[Y|+|Z|-|XNnY|—|XNZ|—-|YNZ+|XNYNZ|
= 1.680 — (3-980 — 3- 620 + 426)
= 174.
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