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NiVEL 3 \@)
Caderno de Questoes e Resolugoes OPEMAT

Ql. Arquimedes demonstrou que a drea de um arco parabdlico é igual a 2/3 do produto da base pela altura, conforme
a figura abaixo.

Area =

b

Sabendo que o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola e considerando como base o segmento deter-
minado pelos pontos de intersecao da parabola com o eixo x, qual é a drea do arco parabdlico determinado pela
funcdo quadrética f(r) = —22% — 1227

(A) 64.

(B) 66.

(C) 72.

(D) 70.

(E) 74.

SOLUQAO: Para determinar a altura e a base do arco parabdlico, deve-se determinar o vértice da parabola e
a intersecao da parabola com o eixo .

— Altura: Temos f(z) = —2(2? + 62) = —2(z + 3)? + 18. Como —2(x + 3)? < 0, segue que f(z) < 18. E
o valor 18 ¢ atingido quando —2(x + 3)? = 0, isto é, quando x = —3. Portanto, o vértice da pardbola é
V = (-3,18). Dal, a altura do arco parabdlico é h = 18.

— Base: A intersecao do gréafico da pardbola com o eixo x. Para determinar tal interse¢do, devemos resolver
o sistema:

— _ 9.2 _

y=0
Logo, a base do arco parabdlico é h =0 — (—6) = 6.

Segue que, a drea do arco parabdlico é

2 2
A=-b-h=-6-18=T72.
3 3

RESPOSTA: Letra (C)




Q2. Considere os pinos identificados por A, B e C e os discos enumerados de 1 até 5, conforme a figura abaixo. De
quantas maneiras diferentes podemos distribuir todos os cinco discos nos trés pinos de modo que um disco maior

Cc

nunca fique em cima de um disco menor?

(A) 5!

(B) 5!=5

(C) 3-5!

(D) 5°

(E) 3°

SOLUQAO: A ideia aqui é observar a restricao na montagem. Como os discos respeitam a condicao que o de
tamanho maior nao fique em cima de um menor, basta distribuir os discos do maior para o menor. Ha entdo

3 possibilidades para o disco de niimero 5. Como todos os demais discos sao menores do que ele, hé entao 3
possibilidades para o disco de nimero 4, e assim por diante. Pelo principio multiplicativo hé 3° maneiras.

RESPOSTA: Letra (E)




Q3. Carlos tem uma filha chamada Maria. A diferenca entre o inverso da idade de Maria e o inverso da idade de
Carlos é igual a % Assinale a alternativa que corresponde a diferenca de idade entre pai e filha.

(A) 12.
(B) 14.
(C) 24.
(D) 25.
(E) 36.

SOLUQAO: Sendo x a idade de Carlos e y a idade de Maria o problema nos da a seguinte equacao no conjunto
dos nuimeros naturais:

11 1
y x
Dai,
x—y 1
ry 7
Multiplicando meio pelos extremos obtemos:
xy =Tz — Ty.

Somando 49 em ambos os membros da equagao acima passando 7y — 7x para o membro esquerdo da equagao
vemos que é possivel fatorar a espressao do membro esquerdo do seguinte modo:

(z+T7)(y—7)=-49

Como =+ 7 e y — 7 sao positivos e z > y segue que t + 7=49e y — 7= —1. Dal x =42 e y = 6. Desse modo a
diferenca de idade entre pai e filha é 36.

RESPOSTA: Letra (E)




Q4. Os amigos m-veta e w-raia viajam de Recife a Joao Pessoa com velocidade uniforme. Nesta viagem, w-veta e 7-
raia gastam uma hora e meia e duas horas, respectivamente. Suponha que os amigos saiam de Recife no mesmo
instante. Apods quantos minutos a distancia do w-raia até Joao Pessoa é o dobro da distancia da w-veta até Joao
Pessoa?

(A) 60.

(B) 65.

(C) 72.

(D) 90.

(E) 120.

SOLUQAO: Para efeito de simplicacao, assuma que a distancia de Recife até Jodo Pessoa seja de 1 unidade de
comprimento. Note que a m-veta demora 90 minutos para chegar no destino final e o 7w-raia demora 120 minutos

para chegar no destino final. Assim, num determinado tempo ¢ em minutos, a distancia que falta para a w-veta
chegar em Joao Pessoa é de
t
1—— 9
90

e a distancia que falta para o m-raia chegar em Joao Pessoa é de
t
1——.
120

Como a distancia do m-raia até Jodao Pessoa é o dobro da distancia da w-veta até Jodo Pessoa entdao basta

encontrar ¢ em minutos tal que
t
1——=2.(1- ha .
120 90

Logo, t = 72 minutos.
RESPOSTA: Letra (C)




Q5. O Sr. II-valdo foi deixar o seu filho m-raia na escola. Ao chegar no estacionamento notou que haviam 21 vagas
em fila, das quais 20 ja estavam ocupadas, incluindo as das extremidadades. Apds estacionar na nica vaga que
restava, ele foi deixar o w-raia em sua sala. Ao retornar, ele percebe que apenas 11 carros estao estacionados,
entre os quais o seu. Qual a probabilidade de que as duas vagas adjacentes a seu carro estejam ambas vazias?

1
20
2
B) —.

11
C) —.
(©€) 5

(D) g

(E) %

(A)

SOLUCAO: H4

20\ 20!

10/ 10!10!
modos de se escolher os 10 carros que permanecerao no estacionamento dentre os 20 carros que estavam estaciona-
dos (excluindo o carro do Sr. II Valdo). Para contar agora o nimero de casos em que as duas vagas adjacentes

ao carro do Sr. IT Valdo estejam vazias, basta escolhermos, dentre os 18 carros que restam (excluindo-se o carro
do Sr. II-Valdo e os dois carros adjacentes a este), outros 8 que deixarao o estacionamento, o que pode ser feito

de
18\ 18!
8 /) 80!
modos.

Assim, a probabilidade pedida é

(%) 1810100 109 9

20y = TS
(10) 20!8!10! 19.20 38

RESPOSTA: Letra (E)




Qﬁ. Um treinador tem a sua disposicao uma equipe de 12 jogadores. Durante um tempo, ele testa as possiveis
formacgoes para o time titular. Em cada teste, ele divide a equipe em dois grupos de 6 jogadores e coloca um
grupo para jogar contra o outro. Apds varios testes, o treinador percebe que quaisquer dois jogadores ja jogaram
um contra o outro em alguma partida. Ele quer fazer testes até que quaisquer dois jogadores tenham jogado no
mesmo grupo. Qual o niimero minimo de testes adicionais necessarios para garantir isso?

(A) 1.
(B) 2.
(C) 59.
(D) 60.
(E) 457.

SOLUQAO: Considere um jogador A qualquer. Afirmamos que o nimero de jogadores com quais A nao jogou
junto é no maximo 1. De fato, suponha que A nao tenha jogado junto dos jogadores B e C. Entao, isso
implicaria que B e C sempre jogaram no time oposto ao de A. Assim, B e C' nunca jogaram um contra o outro,
um contradi¢do. Para alcangar o objetivo, o técnico precisa juntar no mesmo time cada jogador A com o nico
provavel A’ que ainda nao jogou com ele. Como cada time tem 6 jogadores e 6 é par, é possivel juntar todos os
pares de uma s6 vez e portanto ele precisa fazer apenas mais um jogo.

RESPOSTA: Letra (A)




Q7. Num triangulo AABC, as cevianas AD, BE e CF sao concorrentes em um mesmo ponto P. As dreas dos

PE PF
triangulos AABP ¢ APBD medem 6cm? e 4cm?, respectivamente. Determine o valor de BE + o
2
A) —.
(a) ;
3
B) -.
(B) ;
2
C) -.
© :
3
D) -.
(D) 3
4
E) —-.
(®) |
SOLUCAO: Observe a figura abaixo:
A
E
F
B o c

Calculando as razoes % e %, relacionado-as com as dreas dos triangulos correspondentes, temos:

PE [APE| [CPE| [APE|+[CPE] [APC]

BE [ABE] |[CBE] [ABE|+[CBE] [ABC)

De forma semelhante,

PF [APF] [BPF] [APF|+[BPF] [ABP]

CF ~ [ACF] ~ [BCF] [ACF|+ [BCF] [ABC]

Motivado por essas expressoes, tem-se analogamente




Implica que

Por outro lado,

Portanto,

RESPOSTA: Letra (B)

PD  PE PF _
AD  BE CF

PD [PBD] 4 2

AD [ABD] 6+4 5

PE+PF_ PD_1 2 3
BE CF AD 5 5



Q8. Considere o quadrado JABCD e o triangulo AEFO cuja drea mede lem?, onde O é o centro do quadrado e
med(AF) = med(BE) = lem, conforme mostra a figura abaixo:

F

A D
o)

E

B C

O lado do quadrado JABCD mede:

(A) 1+ /3.
(B) V3 -1.
(C) 2+ 3.
(D) V3.
(E) 2V3.

SOLUCAO: Observe a seguinte construgao, onde x denota o comprimento do lado do quadrado.

x/2
x-1

x/241

x/2

A édrea do retangulo ABIK pode ser calculada de duas formas distintas, isto é, a area do retangulo ABIK §é
x©

dada por §.x = % e também ¢ dada pela soma das dreas do triangulos AAEF, AFKG, AFEG e do trapézio
EBIG. Portanto,

1(fﬂ) E+x_1+1<f—1)f+1
2 2\ et Ty Ty '

Logo,

$:1+\/§.

RESPOSTA: Letra (A)




Qg. Seis circunferéncias sao dispostas de maneira a formar uma rosa de seis pétalas conforme a regiao sombreada da
figura abaixo:

Sabendo que o raio de cada circunferéncia mede lem e que os pontos A, B,C, D, E, e F' formam um hexdgono
regular, a area da regido sombreada em cm? é dada por:

21 4+ 22
3 .

(B) 7 —1-3\/?

(C) 27 —3V/3.
T+ 3vV3

(D) =

(E) 27+ 3V/3.

(A)

SOLUCAO:

observe que devido a simetria da figura, cada meia pétala tem area igual a area do setor circular de 60° OF A
menos a area de um triangulo equilatero AOF A. Como o raio é 1, temos

L, _m VB 2m-3
2°P 6 4 12

Logo a area da rosa é igual a
1
12 x QApzzw—?,\/ﬁ

RESPOSTA: Letra (C)

10




‘QlO. Sabendo que qualquer niimero inteiro positivo com exatamente 3 divisores pode ser escrito como p?, para algum
numero primo p. Determine quantos pares de niimeros inteiros positivos (z,y) existem de modo que o nimero
de divisores de x é 3, o ntimero de divisores de y é 3 e x — y = 21.

(A) Um par.

(B) Dois pares.
(C) Trés pares.
(D) Quatro pares.
(E) Cinco pares.

SOLUQAO: Se n tem 3 divisores entdo é da forma n = p? para p primo. Do mesmo modo, m = ¢2, onde ¢ é
um numero primo. Portanto, devemos encontrar p e q primos para que satisfazem a equacao abaixo:

p2—q2:21

Assim:

(p—a)(p+q) =21
Uma vez que p+q >p—qe 21 =37, temos apenas duas possibilidades:

1. p—g=1ep+q=21. Nesse caso, p =11 e ¢ = 10 que nao é uma solucao, pois 10 nao é primo.

2.p—gq=3ep+q=7T. Nesse caso, p=>5 e g =2, que é de fato uma solugao e de fato a unica.

RESPOSTA: Letra (A)

11



Qll. Quantos pares (m,n) de nimeros inteiros satisfazem a igualdade

3n+5m=mn+ 13.

(A) Quatro pares.
(B) Cinco pares.
(C) Seis pares.
(D) Sete pares.
(E) Oito pares.

SOLUCAO: Temos que 5m — mn = 13 — 3n, o que implica que

m(5—n) =13 —3n (1)

Note que resolver a equacao 1 é equivalente a encontrar os valores de n para os quais 5 —n divide 13 — 3n e para
cada valor de n corresponde exatamente um valor de m. Temos que 5 — n divide 13 — 3n se, e somente se, 5 —n
divide (13 —3n) — 3(6 —n) = 13 — 15 = —2. Logo, 5 —n € {1,2,—1,—2}. Portanto, n € {4,3,6,7}. Assim,
existem exatamente 4 pares satisfazendo a equagao.

RESPOSTA: Letra (A)

12



1@12. O m-raia escreve uma lista de niimeros do seguinte modo: Ele comega escrevendo a; = 2022, depois escreve
as = 20222022 e assim sucessivamente, sendo o n-ésimo nimero:

an = 2022202220222022...2022 .

72022” escrito n vezes

Ele decide continuar escrevendo a lista até que o primeiro a, multiplo de 23 apareca. Quantos numeros ele
escreveu na lista até parar?

(A) 3.
(B) 5.
(C) 7.
(D) 11.
(E) 13.

SOLUQAO: Temos que

n—1
an = Y 1042022
=0

n—1
a, = 20222 10%.
1=0
Considere a soma .
-
Spo1=1+10*+10° + ... 4 10* 72 4 107D =) " 10"
1=0

Consequentemente, 10%S,_; = 10* + 108 + ... + 104D 4+ 10%". Logo,
10%S,-1 — Spq = 10" -1 =

104 — 1
S T
Assim,
104" — 1
a, = 20228, 1= 2022710 7
g0t
an = 9999

Como 23 nao é divisor de 2022 nem de 9999, temos de encontrar o menor n para o qual 23 divide 10" — 1, ou
seja, n de modo que

10*" — 1 = 0mod23
10*" = 1mod23

Como 23 é primo e nao divide 10, pelo Pequeno Teorema de Fermat:

10?2 = 1mod?23

Logo, temos duas possibilidades:4n|22 ou 22|4n.

Possibilidade 1: 4n|22. Isso implicaria que 2n|11, o que é impossivel.

Possibilidade 2: 22|4n. Nesse caso, 11|2n. O menor n para o qual isso acontece é n = 11.
Pelo Pequeno Teorema de Fermat, verificamos que de fato 23|aq;.

RESPOSTA: Letra (D)

13



