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LEIA AS INSTRUCOES ABAIXO ANTES DE INICIAR A PROVA!
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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 abra este caderno apés ler todas as instrugoes e quando for autorizado pelos fiscais da sala.
Preencha os dados pessoais.

A prova é composta de 5 questoes: 1 questdao do tipo Verdadeiro ou Falso e 4 questdes dissertativas.
Para cada questao sera atribuido um valor maximo de 60 pontos, totalizando 300 pontos.

A resposta da questao do tipo Verdadeiro ou Falso s6 sera considerada mediante a marcagao no gabarito
e justificativa.

Para marcar a resposta, utilize apenas caneta esferogréafica preta ou azul com o modelo:
o

A marcacao da folha de respostas é definitiva, nao admitindo rasuras.
Marcacoes duplas, em branco ou diferentes do exemplo acima serao desconsideradas.
Além de marcar a alternativa, vocé deve também justificar a resposta na folha destinada.

As 4(quatro) questoes discursivas devem ser resolvidas, no Caderno de Questoes, e na pagina onde
estao enunciadas.

Se o caderno nao estiver completo, exija outro do fiscal da sala.

Ao receber a folha de respostas, confira seu nome e seus dados pessoais. Comunique imediatamente
ao fiscal qualquer irregularidade observada.

Nao risque, nao amasse, nao dobre e nao suje a folha de respostas, pois isso poderd prejudica-lo.

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opinido nem a prestar esclarecimentos sobre o conteudo das
provas. Cabe tnica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir.

As solugoes dos exercicios poderao ser feitas a lapis ou a caneta. E de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova estd legivel antes de envid-la. Passagens ilegiveis poderao ser desconsideradas.

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao sera posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais.

Duracao da prova: 4 horas.
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Q]_. Para usar o trem “Expresso para Hogwarts”, o m-raia precisa chegar a plataforma 91 e seu acesso é por uma

parede entre as plataformas 9 e 10 da estacdo de trem da cidade de Londres. Ao simplificar este ntimero misto,
ele percebeu que

93 9443 39
4 4 47
observando assim que, na fracao obtida, os digitos 9 e 3 trocam de posigao.
Apés vérias observagoes, m-raia pensou no seguinte problema: Considerando a,b,c € {1,2,3,...,9}, é possivel
nomear novas plataformas com nimeros mistos de modo que

a b-ct+ta ac
c— = ———

b b b’
onde b - ¢ é o produto usual dos digitos b e ¢, e ac é o numero formado pelos digitos a e ¢ nessa ordem.
Segundo estas hipdteses, julgue as afirmacoes a seguir atribuindo (V) se a afirmagao for VERDADEIRA ou (F)
se a afirmacao for FALSA.

(A) () () O numero misto 9§ = gg ¢ um nimero de plataforma.
c(b—1
(B) Se c% um nimero de plataforma entao a = (9)

() 0)
(C) () () E possivel encontrar pelo menos um nimero de plataforma quando a = b = c.
(D) () () Sec=1ouc=S8, entao é possivel encontrar dois nimeros de plataformas.
(E) ()0)

A quantidade méxima de nimeros de plataformas é 11.




SOLUCAO:

~ : . . 7 9 . :
Na afirmacao (A4), pode ver facilmente que o niimero misto 9§ =3 é um numero de plataforma pois

7T 9-8+7 79

8 8 87
o que mostra que a afirmagdao é VERDADEIRA.
~ o b-cta : . ac .
Na afirmacgao (B), note que cj = 2 e queremos que isso seja igual a 3 Assim,
b- b—1
Cb+a :%@b-c—ka:ac:10-a+c<:>b‘c—c:9‘a<:)a: ol 9 )

Logo, a afirmacgao (B) é VERDADEIRA.

- - - b—1
Na afirmacao (C), suponha que a = b = ¢ entao pela relagdo a = )

concluimos que

ala—1)
— — )
¢ 9

a=0 ou a=10,

o que é impossivel pois a € {1,2,3,...,9}. Logo, a afirmagao (C) é FALSA.

Na afirmacao (D), temos

b—1
i) Parac=1ema= at g sesue que 9 tem que dividir (b — 1), o que é impossivel ja que 0 < (b—1) < 8;
0 que mostra que nao existe numero de plataforma para ¢ = 1,
b—1
ii) Para c =28, de a = at 5 ) segue que 9 tem que dividir (b — 1), o que é impossivel ja que (b—1) < §;

Logo, a afirmagao é FALSA.

Na afirmacgao (E), podemos observar que

b—1
i) parac=2,4,5,7,8de a = o 9 ) segue que 9 tem que dividir (b— 1), o que é impossivel ja que (b—1) < 8;

3(b—1 b—1
ii) Para ¢ = 3, temos a = ( 5 ) =3 e segue que 3 tem que dividir (b—1) oquenosddb=4oub="Te
13 23
os nlimeros mistos encontrados sdo 31 = i 3% = 7; logo temos dois nimeros de plataformas;
6(b—1 2(b—1
iii) para ¢ = 6, temos a = ( 9 ) = ( 3 ) e novamente 3 tem que dividir (b — 1) o que nos da b = 4 ou
26 46
b =7 e os nimeros mistos encontrados sao 6% =4 6% = 7; logo temos 2 nimeros de plataformas;
. 9(b—1)
iv) Para ¢ = 9, temos a = —g = (b—1)ecomo 1l < a,b <9, temos a = 7,6,5,4,3,2,1, para b =
79 69 59
8,7,6,5,4,3,2 respectivamente. Assim os ntimeros mistos encontrados sao 9% =3 9% == 9% =35
49 39 29 19
4 _ 3 _ 2 _ 1_
(AR R R R SR A

Assim, temos um total de 12 nimeros e sao eles : 9%, 3%, 3%, 6%, 6%, 9%, 9%, 9%, 9%, 9%, 9% e 9%.
Portanto, a afirmacao (F) é FALSA.




Q2. Quais valores de m, com m natural, satisfazem que m* — 671 seja uma poténcia de 57




SOLUQAO: Os valores desejados de m que satisfazem a equacao

m* — 671 = 5%, ou equivalentemente, m?* = 671 + 5",

Observe que o ntimero m é par. Como m é par, m?* é miiltiplo de 8. Isso motiva analisar essa equacio médulo

8. Note inicialmente, que as poténcias pares de 5 deixam resto 1 na divisao por 8 e as poténcias impares de 5
deixam resto 5 na divisdo por 8. Agora, como 671 deixa resto 7 na divisdo por 8, entdo 5* deve deixar resto 1
na divisdo por 8. Isso nos diz que k é par. Logo k = 21 com [ inteiro. Dai, m* — 5% = 671. Utilizando produtos
notaveis (produto da soma pela diferenca), obtemos que

(m? — 59 (m? +5') = 671 = 61 - 11.
Desse modo, uma vez que m? + 5 > m? — 5!, temos dois casos a considerar. O primeiro, quando m? — 5! = 11 e

m? + 5! = 61, entdo 2m? = 72 e dai m = 6. De fato, 6* — 671 é uma poténcia de 5.

O outro caso é m? — 5" =1 e m? 4+ 5! = 671, o que d& 2m? = 672. Como 672 nao é o dobro de um quadrado
perfeito, entao, esse caso, nao fornece solugao inteira. Logo, a tinica solucao é m = 6.




Q3. O quadrado ABCD, da figura abaixo, tem drea 16cm?. O segmento X Z é paralelo ao lado BC' do quadrado. Se
M, N e O sao, respectivamente, os pontos médios dos segmentos WX, XY e ZW. Calcule a area do triangulo
AMNO.




SOLUQAO: O lado do triangulo é 4 cm. Pelo Teorema da Base Média, aplicado ao triangulo W X Z, obtemos
que MO = 2 cm. A seguir, veremos que a altura relativa ao lado OM do triangulo MNO é 2 cm. Para tal,
dividimos a altura h = PN do triangulo M NO relativa ao lado M O na soma dos segmentos h1 = QN e ho = PQ,
veja figura abaixo.

D Z C

Seja R o pé da altura do triangulo XY Z relativa ao lado
XZ. Sendo N ponto médio de XY e QN paralelo a RY,
pelo Teorema de Tales no triangulo XY R, obtemos

XQ XN

or ~ ny Y

Logo, @ é ponto médio de X R. Segue do Teorema da
Base Média, h1 = QN = 1RY.

Por outro lado,

D VA C

Seja S o pé da altura do tridangulo XW Z relativa ao
lado XZ. Se T é o ponto médio de SX, pelo Teorema
da Base Média temos que MT = %WS e MT é paralela
a WS. Segue que MTQP é retangulo e que

1
hy=PQ=MT = JW5.

Ainda, como é claro que WS+ RY é o comprimento do lado do quadrado, segue que a altura do AM NO verifica

1

1 1 1
h=hi+hy=SRY + WS = (WS+RY)=AB.

O |

Portanto, a drea do AMNO é

1 1 1 1
“base - altura= MO - | =AB | = =2-( =4 ) = 2ecm?.
2 2 2 2




Q4. Considere a seguinte equacao quadratica na incégnita x dada por
2+ (3 1+\/§>x+\‘°’/1—\@=0,

cujas raizes reais sao dadas por m e n. Sabendo que a expressao numeérica

3

1+1
m n3

na sua forma irredutivel é

dada por av/b + ¢, onde a e ¢ sdo inteiros e b é um inteiro ndo negativo, calcule a - b+ c.




SOLUQAO: Apés algumas manipulacoes algébricas, é possivel perceber que

1 1 m*+n®  (m+n)®—3mn(m+n)

m3 ' n3 mdn3 (mn)3

Como as raizes da equacao quadrética acima sdo os nimeros reais m e n, entao podemos fatorar a equacao do
seguinte modo:

x2+<m>x— V1-VvV2 = (z—m)(z—n)

= 2% — (m+n)z +mn.

Logo, podemos concluir que m +n = — V1+vV2emn=+v1-+2 Além disso,

(m +n)3 — 3mn(m +n) <—m>3+3€/1—ﬂf/1+ﬂ

(mn)? - (3 1—\/5)3
= 5V2+6.

1
Portanto, — + — = 5v'2 + 6, e consequentemente, a-b—+c=>5-2+ 6 = 16.
m n




Q5. Em um plano, considere duas retas paralelas e distintas r e s. Na reta r escolhemos 10 pontos distintos e na reta
s escolhemos 5 pontos distintos. Determine a quantidade de triangulos que podemos formar com esses pontos.

10




SOLUQAO: Vamos dividir a solugao em duas etapas:

Primeira etapa: Considere que apenas um dos vértices do triangulo é um dos pontos da reta r, isso mostra que
temos 10 possibilidades para a escolha do vértice, consequentemente os outros 2 vértices devem pertencer os
pontos da reta s. Como cada base do triangulo corresponde a uma corda que liga dois pontos, entdo vamos ter

1
um total de =.5.4 = 10 possibilidades, pois é indiferente a corda AB ou a corda BA, onde A e B sao dois pontos
da reta s. Agora, basta usar o principio multiplicativo e concluir que temos 10.10 = 100 possiveis triangulos.
Segunda etapa: Repetindo o mesmo argumento acima, assumindo o dnico vértice na reta s e os outros dois

1
vértices na reta r, entao temos um total de 5.510.9 = 225 possibilidades.

Portanto, temos um total de 100 + 225 = 325 triangulos construidos.

11




