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NÍVEL 2

Caderno de Questões e Resoluções

Q1. A π-veta observa em um microscópio uma amostra com uma única bactéria. A cada minuto o número de bactérias
duplica. Ela notou que após x minutos existem A bactérias na amostra e após y minutos existem B bactérias na
amostra. Sabendo que A+B = 1536, que x+ y = 19 e que y > x, escolha a alternativa abaixo que corresponde
ao valor de B

A .

(A) 2.

(B) 4.

(C) 10.

(D) 25.

(E) 32.

SOLUÇÃO: Note que 2x +2y = 1536. Multiplicando essa equação por 2x obtemos 2x+x +2x+y = 1536.2x. Dáı,

(2x)2 − 1536(2x) + 219 = 0.

Defina z = 2x. Note que z é solução da equação quadrática

z2 − 1536z + 219 = 0.

Resolvendo essa equação obtemos z = 29 ou z = 210. Assim, x = 9 ou x = 10. Desde que x + y = 19 e y > x
então y = 10 e x = 9, dáı, B

A = 2y

2x = 2y−x = 21 = 2.

RESPOSTA: Letra (A)
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Q2. Carlos tem uma filha chamada Maria. A diferença entre o inverso da idade de Maria e o inverso da idade de
Carlos é igual a 1

7 . Assinale a alternativa que corresponde a diferença de idade entre pai e filha.

(A) 12.

(B) 14.

(C) 24.

(D) 25.

(E) 36.

SOLUÇÃO:

Sendo x a idade de Carlos e y a idade de Maria o problema nos dá a seguinte equação no conjunto dos números
naturais:

1

y
− 1

x
=

1

7
.

Dáı,
x− y

xy
=

1

7
.

Multiplicando meio pelos extremos obtemos:

xy = 7x− 7y.

Somando 49 em ambos os membros da equação acima passando 7y − 7x para o membro esquerdo da equação
vemos que é possivel fatorar a espressão do membro esquerdo do seguinte modo:

(x+ 7)(y − 7) = −49

Como x+ 7 e y − 7 são positivos e x > y segue que x+ 7 = 49 e y − 7 = −1. Dáı x = 42 e y = 6. Desse modo a
diferença de idade entre pai e filha é 36.

RESPOSTA: Letra (E)
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Q3. Na figura abaixo há uma construção envolvendo apenas quadrados e triângulos, tendo o maior quadrado 10
unidades de área.

Assinale a alternativa que corresponde a soma das áreas de todos os quadrados em unidades de área.

(A) 28.

(B) 30.

(C) 28
√
2.

(D) 30
√
2.

(E) 32
√
2.

SOLUÇÃO: Interpretando o Teorema de Pitágoras por meio das medidas de área dos quadrados, temos que a
soma das medidas das áreas de quaisquer dois quadrados constrúıdos sobre os catetos é igual a medida da área
do quadrado constrúıdo sobre a hipotenusa. A área dos quadrados equivale então a 30 unidades de área.

RESPOSTA: Letra (B)
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Q4. No parque de diversões, Natural World, é permitido apenas a entrada de números naturais crianças, que são
aqueles menores do que ou igual a 150. Além disso, para brincar em uma certa atração do parque, são necessários
trios de números naturais crianças da forma (a1, a2, a3), onde a1 é o primeiro termo, a2 = a1q é o segundo termo,
a3 = a1q

2 é o terceiro termo e q é um número natural maior do que 1. Assinale a alternativa que indica a
quantidade desses trios.

(A) 12.

(B) 50.

(C) 81.

(D) 150.

(E) 231.

SOLUÇÃO: Os trios procurados são da forma (a1, a1q, a1q
2) com

a1, q ∈ N e a1q
2 ≤ 150.

Esta última condição equivale a dizer que a1 ≤ 150
q2

. Mas isto implica

a1 ∈
{
1, ...,

⌊
150

q2

⌋}
,

onde ⌊x⌋ indica a parte inteira de x. Como a1 ∈ N e os números devem ser distintos, resulta que q ∈ {2, ..., 12}.
Portanto, o número de trios é

12∑
q=2

⌊
150

q2

⌋
= 37 + 16 + 9 + 6 + 4 + 3 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 81.

RESPOSTA: Letra (C)
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Q5. Bernardo quer pintar a figura abaixo com tintas nas cores vermelho, azul, verde, preto e amarelo, considerando
as seguintes restrições:

i) Cada região A,B,C e D da figura deve ser pintada inteiramente com a mesma cor;

ii) Duas regiões adjacentes, ou seja, regiões que fazem fronteira (C e B, por exemplo), devem ter cores difer-
entes.

De quantas maneiras Bernardo pode pintar a figura?

(A) 120.

(B) 180.

(C) 240.

(D) 320.

(E) 625.

SOLUÇÃO: Podemos escolher a cor da região D de 5 maneiras. Escolhida a cor da região D, a região A pode
ser pintada de 4 maneiras. B, que faz fronteira com A e D, pode ser pintada de 3 maneiras já que em A e D
usamos duas cores diferentes . A região C que faz fronteira com B e D pode ser pintada de 3 maneiras, pois B
e D foram pintadas com cores diferentes.

Assim, temos um total de 5 · 4 · 3 · 3 = 180 de maneiras.

RESPOSTA: Letra (B)
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Q6. Uma empresa têm 3 trabalhadores e funciona 4 dias por semana: segunda, terça, quarta e quinta. Em cada dia
de funcionamento, um, e apenas um, dos trabalhadores é recrutado. Além disso, cada um deles precisa trabalhar
pelo menos um dia na semana. De quantos modos podemos fazer a distribuição dos trabalhadores ao longo dos
dias de funcionamento?

(A) 12.

(B) 18.

(C) 36.

(D) 72.

(E) 81.

SOLUÇÃO: Como são 4 dias e 3 trabalhadores, é preciso escolher um deles para trabalhar dois dias, o que
pode ser feito de 3 modos. Uma vez feita essa escolha, devemos contar de quantas maneiras podemos distribuir

os trabalhadores, isto é, contar as permutações com repetição:
4!

2!
= 12. Assim, existem 3.12 = 36 modos.

RESPOSTA: Letra (C)
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Q7. Na circunferência C da figura abaixo, O é o seu centro e AB é uma corda de comprimento 2cm.

Sabendo que o diâmetro de C mede 4cm, podemos concluir que o raio da circunferência que contém os pontos
A, B e O mede:

(A) 2 cm.

(B)
√
3
2 cm.

(C) 2
√
3

3 cm.

(D)
√
3 cm.

(E) 4
√
3

3 cm.

SOLUÇÃO: Observe que o triângulo △ABO é equilátero de lado medindo 2 cm. Observe a figura abaixo.

A partir das propriedades básicas de ângulos e triângulos, concluimos que r = 2
√
3

3 cm.

RESPOSTA: Letra (C)
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Q8. Na figura abaixo, ABCD é um quadrado. A razão entre as áreas dos quadriláteros QNCO e AMQP é igual a:

(A) 3− 2
√
2.

(B) 3−
√
2.

(C) 3 +
√
2.

(D) 3 + 2
√
2.

(E) 3 + 3
√
2.

SOLUÇÃO: Suponha que o lado do quadrado ABCD seja r, que o lado do quadrado AMQP seja ℓ e que o
lado do quadrado QNCO seja a. Temos que a diagonal AQ do quadrado AMQO tem medida r. Pelo teorema
de Pitágoras, aplicado ao triângulo △AMQ que é reto em M, segue que 2ℓ2 = r2, logo

ℓ =

√
2

2
r e a = r − ℓ = r −

√
2

2
r =

2−
√
2

2
r.

Portanto, a razão entre as áreas dos quadrados QNCO e AMQP é igual a:

a2

ℓ2
=

(2−
√
2)2

4 r2

r2

2

=
4−4

√
2+2

4
1
2

=
6− 4

√
2

2
= 3− 2

√
2.

RESPOSTA: Letra (A)
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Q9. Sabendo que qualquer número inteiro positivo com exatamente 3 divisores pode ser escrito como p2, para algum
número primo p, determine quantos pares de números inteiros positivos (x, y) existem de modo que o número de
divisores de x é 3, o número de divisores de y é 3 e x− y = 21.

(A) Um par.

(B) Dois pares.

(C) Três pares.

(D) Quatro pares.

(E) Cinco pares.

SOLUÇÃO: Se n tem 3 divisores então é da forma n = p2 para p primo. Do mesmo modo, m = q2, onde q é
um número primo. Portanto, devemos encontrar p e q primos para que satisfazem a equação abaixo:

p2 − q2 = 21

Assim:

(p− q)(p+ q) = 21

Uma vez que p+ q > p− q e 21 = 3 · 7, temos apenas duas possibilidades:

1. p− q = 1 e p+ q = 21. Nesse caso, p = 11 e q = 10 que não é uma solução, pois 10 não é primo.

2. p− q = 3 e p+ q = 7. Nesse caso, p = 5 e q = 2, que é de fato uma solução e de fato a única.

RESPOSTA: Letra (A)
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Q10. Um professor dispõe de R$ 300, 00 para comprar 30 presentes para seus alunos. Ele vai em uma loja que tem
três opções de presentes: chaveiros, copos e camisas. Um chaveiro custa R$ 1, 00, um copo custa R$ 5, 00 e
uma camisa custa R$ 20, 00. Sabendo que o professor comprou x chaveiros, y copos e z camisas, que o produto
xyz > 0 e que não sobrou dinheiro, qual o número de fatores primos do produto xyz?

(A) 2.

(B) 4.

(C) 5.

(D) 8.

(E) 10.

SOLUÇÃO: Temos que x+ y + z = 30 e x+ 5y + 30z = 300. Subtraindo as duas equações obtemos a equação
diofantina 4y+19z = 270. A solução geral dessa euqação é y = 1350− 19t, z = −270+ 4t. Para que y e z sejam
positivos devemos ter

1350 ≥ 19t e 4t ≥ 270.

Dáı, temos que

1350

19
≥ t ≥ 270

4

Dáı t é um inteiro tal que 71 ≥ t ≥ 68.

– Se t = 68 então y = 58 e z = 2. Claramente essa solução é descartada pois mais de 30 brindes serão
comprados

– Se t = 69 então y = 39 e z = 6. Aqui mais de trinta brindes tabém serão comprados.

– Se t = 70 então y = 20 e z = 10. Com esses valores de y e z o professor gasta 300 reais mas x = 0.

– Se t = 71 então y = 1 e z = 14. Com essa solução necessariamente x = 15. Essa é a solução desejada.

Como x = 15, y = 1 e x = 14 temos que xyz possuem 4 fators primos.

RESPOSTA: Letra (B)
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Q11. Existem três relógios X, Y e Z, conectados entre si, onde os relógios X e Z estão marcando 12 horas e os ponteiros
dos relógios X e Z não se movem. O relógio Y está marcando 11 horas, conforme mostra a figura:

O comportamento do relógio Y é dado pelas observações abaixo:

i) A pilha p no relógio X atrasa o relógio Y em p horas.

ii) A pilha q no relógio Y adianta o relógio Y em q horas.

iii) A pilha r no relógio Z adianta o relógio Y em 2r horas.

Sabendo que os números inteiros positivos e consecutivos p, q e r são tais que o maior deles vale 3 e existe uma
combinação na implementação das três pilhas tal que o relógio Y marque 12 horas, assinale a alternativa que faz
parte dessa combinação.

(A) A pilha 2 no relógio X.

(B) A pilha 1 no relógio Z.

(C) A pilha 3 no relógio Y.

(D) A pilha 2 no relógio Z.

(E) A pilha 3 no relógio Z.

SOLUÇÃO:Note que {p, q, r} = {1, 2, 3}. De acordo com as observações, obtemos

11− p+ q + 2r = 12

p+ 1 = q + 2r.

Se p = 1 então a partir da relação acima, concluimos que 2 = q + 2r, o que é imposśıvel.

Se p = 2 então 3 = q + 2r, o que é imposśıvel.

Se p = 3 então 4 = q + 2r, donde q = 2 e r = 1. O que mostra que devemos colocar a pilha 3 no relógio X, a
pilha 2 no relógio Y e a pilha 1 no relógio Z.

RESPOSTA: Letra (B)

11



Q12. O π-raia escreve uma lista de números do seguinte modo: Ele começa escrevendo a1 = 2022, depois escreve
a2 = 20222022 e assim sucessivamente, sendo o n-ésimo número:

an = 2022202220222022...2022︸ ︷︷ ︸
”2022”escrito n vezes

.

Ele decide continuar escrevendo a lista até que o primeiro an múltiplo de 23 apareça. Quantos números ele
escreveu na lista até parar?

(A) 3.

(B) 5.

(C) 7.

(D) 11.

(E) 13.

SOLUÇÃO: Temos que

an =

n−1∑
i=0

104i2022

an = 2022
n−1∑
i=0

104i.

Considere a soma

Sn−1 = 1 + 104 + 108 + ...+ 104(n−2) + 104(n−1) =

n−1∑
i=0

104i.

Consequentemente, 104Sn−1 = 104 + 108 + ...+ 104(n−1) + 104n. Logo,

104Sn−1 − Sn−1 = 104n − 1 =⇒

Sn−1 =
104n − 1

104 − 1
.

Assim,

an = 2022Sn−1 = 2022
104n − 1

104 − 1

an = 2022
104n − 1

9999

Como 23 não é divisor de 2022 nem de 9999, temos de encontrar o menor n para o qual 23 divide 104n − 1, ou
seja, n de modo que

104n − 1 ≡ 0mod23

104n ≡ 1mod23

Como 23 é primo e não divide 10, pelo Pequeno Teorema de Fermat:

1022 ≡ 1mod23

.

Logo, temos duas possibilidades:4n|22 ou 22|4n.
Possibilidade 1: 4n|22. Isso implicaria que 2n|11, o que é imposśıvel.

Possibilidade 2: 22|4n. Nesse caso, 11|2n. O menor n para o qual isso acontece é n = 11.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, verificamos que de fato 23|a11.
RESPOSTA: Letra (D)
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