Olimpiada Pernambucana de Matematica 2022 C() ()D‘

NiVEL 1 O
Caderno de Questoes e Resolugoes OPEMAT

Ql. Considere os multiplos de 7 entre 1 e 222. Somando os restos das divisées de cada um deles por 2, qual o resultado?

(A) 15.
(B) 16.
(C) 17.
(D) 18.
(E) 19.

SOLUCAO: O resto da divisdo de um ntimero por 2 é igual a 0 ou 1. Os multiplos de 7 que deixam resto 0
na divisao por 2 sdo aqueles que sdo multiplos de 14. Assim, basta contar quantos ntimeros entre 1 e 222 sdo
miultiplos de 7 mas nao sao multiplos de 14. No intervalo entre 1 e 222, para encontrar o nimero de multiplos
de 7, basta ver qual o maior inteiro que é menor que o quociente da divisao de 222 por 7. Portanto temos 31
multiplos de 7 no intervalo. Para encontrar o nimero de multiplos de 14, procedemos de maneira semelhante
(serd o maior inteiro menor que o quociente da divisao de 222 por 14) e descobrimos que sao 15. Logo, a soma
procurada é 31 — 15 = 16.

RESPOSTA: Letra (B)




Q2. Tentando desenhar o Pi-raia num reticulado cuja distancia entre dois pontos consecutivos na horizontal ou na
vertical mede 1cm, Layla fez o desenho abaixo:

Assinale a alternativa correta:

(A) A drea da regido cinza clara é 21em? e drea da regido cinza escura é 35em?.
(B) A érea da regido cinza clara é 43cm? e drea da regido cinza escura é 20cm?.
(C) A &rea da regido cinza clara é 40cm? e drea da regido cinza escura é 22cm?.
(D) A 4rea da regido cinza clara é 40cm? e drea da regido cinza escura é 20cm?.

(E) A 4rea da regido cinza clara é 43cm? e drea da regido cinza escura é 22cm?.

SOLUCAO: Cada quadrado cujo lado mede lem corresponde a uma drea de lem?, consequentemente uma
quantidade n de quadrados corresponde a uma drea de n e¢m?. Além disso, a &rea do tridngulo corresponde
a metade da drea do menor retangulo que contém tal tridngulo, conforme podemos ver em algumas partes da
figura acima. Podemos observar na figura que na regiao cinza clara contém 42 quadrados e 1 triangulo contido
no menor retangulo de area 2cm?. Logo, a area da regido cinza clara em cm? é dada por

1
42—1—5-2:43.

Usando os mesmos arguentos, podemos concluir que a 4rea da regido escura em em? é dada por

1 1
214+ --14 - -1=22.
+2 +2

RESPOSTA: Letra (E)




Q3. A calculadora do Pi-raia estava com as teclas das operagoes apagadas. Ele resolveu pinta-las e fez o seguinte:

i) No lugar do ©, pintou & ;
ii) No lugar do @, pintou ® ;
iii) No lugar do ®, pintou ©.

Pintando corretamente apenas a tecla de divisao, de modo que, utilizando a calculadora, teriamos resultados
diferentes dos originais. Por exemplo: 3®2=1e5®4 =9. Seja A o valor da expressao

[(T®2)o (bdd)] @8,
na calculadora, apés a pintura do Pi-raia e B o valor dessa expressao na calculadora sem as modificagoes. Assinale

o valor de B = A.

(A) 1.
(B) 13.
(C) 49.
(D) 126.
(E) 200.

SOLUCAO: O valor de B é obtido pelas operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao, isto é,

B=[(7Tx2)—(54+4)]+8=[14-9]+8=5+8=13.

O valor de A é obtido pelas operagoes que foram modificadas de acordo com os itens i) i) e iii).

A=[(T®2)c(Go4)]a8=[T+2) x(5—4)]-8=[9x1]—8=1.

13
Portanto, usando a operacao usual de diviséo, temos B+ A=13+1= T= 13.

RESPOSTA: Letra (B)




Q4. Considere os pinos identificados por A, B e C e os discos enumerados de 1 até 5, conforme a figura abaixo. De
quantas maneiras diferentes podemos distribuir todos os cinco discos nos trés pinos de modo que um disco maior

Cc

nunca fique em cima de um disco menor?

(A) 115
(B) 120
(C) 125
(D) 243
(E) 360
SOLUQAO: A ideia aqui é observar a restricao na montagem. Como os discos respeitam a condicao que o de
tamanho maior nao fique em cima de um menor, basta distribuir os discos do maior para o menor. Ha entdo

3 possibilidades para o disco de niimero 5. Como todos os demais discos sao menores do que ele, hé entao 3
possibilidades para o disco de nimero 4, e assim por diante. Pelo principio multiplicativo hé 3° maneiras.

RESPOSTA: Letra (D)




Q5. Uma olimpfada de matematica de uma cidade do interior de Pernambuco recebeu 113 inscri¢oes em 2020. No
total, foram 38 inscrigoes no nivel 1, 35 no nivel 2 e 40 no nivel 3. Como a olimpiada nao ocorreu devido a
pandemia, a organizacao decidiu manter os inscritos para 2021. Considerando que

i) 50% dos estudantes inscritos no nivel 1 em 2020, foram para o nivel 2 em 2021;
ii) 40% dos estudantes inscritos no nivel 2 em 2020, foram para o nivel 3 em 2021;

iii) 30% dos estudantes inscritos no nivel 3 em 2020, concluiram o Ensino Médio no mesmo ano;

v

)
)
) Foram inscritos mais 20 estudantes para o nivel 1 em 2021.

Assinale a alternativa que indica o nimero de inscritos na olimpiada de 2021 nos niveis 1, 2 e 3, respectivamente.

(A) 48, 35 e 30.
(B) 19, 21 e 28.
(C) 39, 21 e 14.
(D) 19, 14 e 12.
(E) 39, 40 e 42.

SOLUQAO: Inicialmente vamos calcular as porcentagens de cada grupo de estudantes que passou de um nivel
para outro e que concluiram o Ensino Médio.

— Do nivel 1 para o nivel 2: 0,538 = 19;

— Do nivel 2 para o nivel 3: 0,4 -35 = 14;

— Concluiram o Ensino Médio: 0,3 - 40 = 12.

Com isso, temos, por nivel:

— Nivel 1: 38 — 19 = 19 inscrigoes do ano anterior mais as 20 novas inscricoes, totalizando 39;
— Nivel 2 : 35 — 14 = 21 inscrigoes do ano anterior mais 19 estudantes que vieram do nivel 1, totalizando 40;

— Nivel 3 : 40 — 12 = 28 inscrigoes do ano anterior mais 14 estudantes que vieram do nivel 1, totalizando 42.

RESPOSTA: Letra (E)




QG. Um jogo de sinuca é composto por 22 bolas, sendo 15 vermelhas de pontuagao 1 cada uma, 6 bolas cujas cores e
pontuacgoes sao dadas na tabela abaixo e 1 bola branca, chamada de bola de ataque, utilizada para encacapar as
outras bolas.

BOLA PONTUACAO
VERMELHA 1
AMARELA 2
VERDE 3
MARROM 4
AZUL 5
ROSA 6
PRETA 7

O objetivo do jogo é colocar todas as bolas nos buracos da mesa (encacapar), seguindo as regras:

i) Primeiro deve-se encagapar uma bola vermelha, em seguida uma bola de outra cor. Colocada uma bola de
outra cor, deve-se encacapar uma bola vermelha e assim sucessivamente;

ii) Enquanto houver bolas vermelhas na mesa, as bolas de outras cores retornarao ao jogo apds serem colocadas
nos buracos;

iii) Quando j& nao houver bolas vermelhas na mesa, deve-se encagapar as bolas de outra cor e, neste caso, apds
encacapadas, elas nao retornarao ao jogo.

Assinale a alternativa correspondente a pontuacdo méxima atingida por um jogador que consegue encacgapar
todas as bolas.

(A) 105.
(B) 120.
(C) 140.
(D) 147.
(E) 154.

SOLUCAO: Suponha na melhor das hipSteses que, em cada bola vermelha encacapada, o jogador consegue
encacapar uma bola preta de pontuagao maxima. Desde que cada uma das 15 bolas vermelhas possuem valor 1
ponto entdo nessa primeira etapa teremos uma pontuacao méaxima de

15X 7T+ 15 =8 x 15 = 120 (1)

pontos.
Na segunda etapa, encacapadas todas as bolas vermelhas, o jogador deve encagapar as bolas coloridas.

Portanto, teremos uma pontuacao de

243+44+5+6=20 (2)
pontos. Portanto, a partir de (1) e (2), concluimos que a pontuagao méxima serd de

120 + 20 = 140.

RESPOSTA: Letra (C)




Q7. Lorena propos o seguinte desafio a sua filha Estela: considere um triangulo AABC cuja drea mede 10cm?. Usando
uma régua, prolongue o segmento AB até o ponto E de modo que AE = 3AB e prolongue o segmento AC até o
ponto D tal que AD = 2AC, conforme a figura abaixo:

D

A B E

Apébs a construcao, Lorena pediu para Estela calcular a area do quadrilatero BCDE. Sabendo que Estela con-
seguiu solucionar o desafio, qual foi a drea encontrada?

(A) 25cm?.
(B) 30em?.
(C) 40cm?.
(D) 50cm?.
(E) 60cm?.

SOLUQAO: Na construgao obtida por Edgar, ligue o ponto D até o ponto F tal que AB = BF =FFE =ae
considere AC' = C'D = b, conforme mostra a figura abaixo:

Note que os triangulos AABC e AAFD sao semelhantes pelo critério LAL cuja constante de proporgao é de
1: 2. Isso mostra que a altura do tridngulo AFD vale H = 2h, onde h é a altura do tridngulo AABC.
Logo, a area do quadrilatero BCDE é igual a area do triangulo AADFE menos a drea do triangulo AABC), isto
é, a area do quadrildtero BCDFE é dada por

1 1

1 1
Z.30-%9h—~a-h=6-“a-h—~a-h=6-10—10 = 50.
5 3a-2h 2@ h=6 2@ h 2a h=6-10 0=50

RESPOSTA: Letra (D)




QS. Um reldgio aciona um alarme quando o ponteiro das horas e o ponteiro dos minutos formam um angulo de 90°
entre si. O primeiro alarme é acionado exatamente as 3 horas. O segundo alarme deve ocorrer quando o ponteiro
dos minutos tiver marcando:

(A) 30 minutos.
(B) 31 minutos.
(C) 32 minutos.
(D) 33 minutos.
(E) 34 minutos.

SOLUQAO: Observe que o ponteiro dos minutos percorre um angulo de 6 graus a cada 1 minuto, ou seja, o
ponteiro dos minutos percorre um angulo de 6¢ graus a cada t minutos, onde 30 < t < 40. O ponteiro das horas
sendo bem mais lento, percorre um angulo de 0,5 grau a cada 1 minuto, consequentemente, percorre um angulo
de 0,5t graus a cada ¢t minutos. Os ponteiros ficam perpendiculares entre si durante

6t = 180 + 0, 5t,
isto é,

_ 360

t .
11

Logo, o tempo serd a partir de 32 minutos.
RESPOSTA: Letra (C)




Q9. Sejam z, y, z e w os algarismos do nimero 7zyzw. Sabendo que 7zyzw é o produto de trés nimeros impares e
consecutivos, assinale a alternativa que contém o valor de z + y + z.
(A) 6.
(B) 8.
(C) 10.
(D) 15.
(E) 25.

SOLUCAO: Observe que

403 = 64000 < Tzyzw < 50° = 125000.

Logo, Tzyzw = n(n + 2)(n+4), onde n € {41,43,45}.

Se n =41 entao n(n +2)(n+4) =41-43-45 =79335. Logo, r =9, y =3 e z = 3.
Logo, x +y+2=9+3+3=15.

RESPOSTA: Letra (D)




(

QlO. A Pi-veta participou de uma prova de corrida de 1200 metros, o que equivale a 3 voltas em uma, pista de atletismo.

Ela realizou cada volta do seguinte modo: primeiro correu 300 metros mantendo o ritmo constante e em seguida
caminhou 100 metros, concluindo a prova no ritmo médio de 6 minutos e 20 segundos por quilometro.

Sabendo que:
i) Ritmo médio é o tempo em minutos que se leva para percorrer 1 km. Por exemplo, se um corredor leva 30
minutos para percorrer 5 km, entao seu ritmo médio é de 6 minutos por quilometro;
ii) Os udltimos 100 metros que a Pi-veta caminhou em cada volta foram percorridos em 52 segundos;
iii) Os primeiros 300 metros que a Pi-veta correu em cada volta, foram percorridos em 10 segundos a mais que
os primeiros 300 metros corridos na volta anterior.

Qual foi o ritmo médio da Pi-veta nos primeiros 300 m da volta mais rapida?

(A) 5 minutos por quilémetro.

(B) 5 minutos e 4 segundos por quilometro.

(C) 5 minutos e 8 segundos por quilometro.

(D) 5 minutos e 12 segundos por quilémetro.

(E) 5 minutos e 16 segundos por quilémetro.

SOLUQAO: Os dltimos 3 primeiros 100 metros de cada volta foram percorridos em torno de 52 segundos e

os 3 primeiros 300 metros de cada volta foram percorridos num tempo de ¢ segundos, t 4+ 10 segundos e t + 20
segundos, respectivamente. Assim, o tempo total em segundos da volta completa é dada por

52+ 52 4 52+t + (t + 10) + (£ 4 20) = 3t + 186. (3)

O ritmo médio foi de 6 minutos e 20 segundos por quilometro, isto é, 6-60 + 20 = 380 segundos por 1000 metros.
Numa regra de trés simples é possivel concluir que numa distancia de 1200 metros o tempo médio foi de 456
segundos. Logo, o tempo médio ¢t em segundos nos primeiros 300 metros da primeira volta é dado por

3t + 186 = 456 —> ¢ = 90. (4)

Como a primeira volta tem uma distancia de 300 metros entao usando mais uma vez uma regra de trés simples
e direta, o tempo médio para percorrer 1000 metros é de 300 segundos, isto é, um ritmo médio de 5 minutos por
quilometro.

RESPOSTA: Letra (A)

10




Qll. Bernardo quer pintar a figura abaixo com tintas nas cores vermelho, azul, verde, preto e amarelo, considerando
as seguintes restricoes:

1. Cada regido A, B,C e D da figura deve ser pintada inteiramente com a mesma cor.

2. Duas regioes adjacentes, ou seja, regioes que fazem fronteira (C e B, por exemplo), devem ter cores diferentes.

De quantas maneiras, Bernardo pode pintar a figura?

(A) 120.

(B) 180. D

(C) 240. A B C
(D) 320.

(E) 625.

SOLUCAO: Podemos escolher a cor da regido D de 5 maneiras. Escolhida a cor da regidgo D, a regiao A pode
ser pintada de 4 maneiras. B, que faz fronteira com A e D, pode ser pintada de 3 maneiras ja que em A e D
usamos duas cores diferentes . A regiao C' que faz fronteira com B e D pode ser pintada de 3 maneiras, pois B
e D foram pintadas com cores diferentes.

Assim, temos um total de 5-4 -3 -3 = 180 de maneiras.

RESPOSTA: Letra (B)

11



(Q12. Considere a equagao
(x —y)(z+y) =2022.

Determine o ntiimero de pares de inteiros positivos (z,y) que s@o solugoes para esta equagao.
(A) Zero.
(B) 1.
(C) 2.
(D) 3.
(E) 4.
SOLUCAO: Considere a seguinte expressio
(x 4+ y)(z —y) = 2022,

e como estamos trabalhando com inteiros positivos, devemos decompor 2022 em fatores primos e ver as possibil-
idades. Temos que 2022 =2 -3 - 337. Como x + y > x — y, entdo devemos considerar os seguintes sistemas:

r+vy =a,
r—y =b

com (a,b) € {(2022,1);(1011,2), (674, 3), (337,6)}. Somando as duas linhas desta equacao, temos que

a+b
T = )

2

Perceba porém que ao somarmos os valores de a e b dentre as opgoes listadas, sé obtemos valores impares,
portanto nao hé nenhuma solucao inteira para este problema.

RESPOSTA: Letra (A)
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