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NOME:

IDENTIDADE: ORGAO EXPEDIDOR:

ASSINATURA:

S6 inicie a prova apds ler as instrugoes;
Coloque no inicio da sua folha de respostas os seus dados pessoais informados no final desta folha;

A prova é composta de 5 questoes: 1 questao de Verdadeiro ou Falso e 4 questdes dissertativas. Para
cada questao serd atribuido um valor maximo de 60 pontos, totalizando 300 pontos;

As solucoes deverao ser registradas preferencialmente em apenas um lado das folhas A4 brancas,
ficando proibidos os escritos no verso;

As solugoes dos exercicios poderao ser feitas a lapis ou a caneta. E de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova estd legivel antes de envid-la. Passagens ilegiveis poderao ser desconsideradas;

Os fiscais nao estao autorizados a emitir opinido nem a prestar esclarecimentos sobre o conteudo das
provas. Cabe tinica e exclusivamente ao participante interpretar e decidir;

Se a Comissao verificar que a resposta de uma questao é dibia ou inexistente, a questao serd posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribuidos entre as demais;

Duracgao da prova: 4 horas;

Apés o término do exame, os (as) estudantes terdo até 30 minutos para realizar a digitalizacao e o
envio e nao podem escrever nada a mais nas provas durante esse periodo. Envie também as folhas de
rascunho;

A prova deve ser enviada preferencialmente em um arquivo tinico no Google Classroom em formato
PDF. O nome do arquivo deve ser cédigo de inscrigao do estudante, exemplo 1234567891.pdf.
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1. OBSERVACAO: Questao anulada devido ao erro tipogréfico na versio divulgada para os(as) estudantes.

. Considere o quadrado JABCD, N e M sao pontos médios dos lados DC e C B, respectivamente. Seja P o ponto
de intersecao dos segmentos BN e AM. Entao, a razao entre as areas do quadrilatero PMCN e do quadrado
OABCD é igual a:

Solugao 1.
Seja E a intersecao da prolongacao dos intervalos AM e DC.

D N > E

P M

A B
Considerando o quadrado [JABCD, temos

AB=BC=CD=DA=u.

Por um lado, os tridngulos AADE e AMCE sao semelhantes pelo critério angulo angulo. Desde que M é o
ponto médio do segmento BC' entao MC = 5 e pelo critério de semelhanca, temos

x
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Assim, podemos concluir que CE = z.

Por outro lado, os trangulos AABP e ANPE sao semelhantes pelo critério angulo angulo. No que segue
denotaremos por h a altura do triangulo AABP relativa a base AB e por H a altura do tridngulo ANPE
relativa a base NE. Além disso, desde que N é o ponto médio do segmento DC' entdo NC = 5. Pelo critério de
semelhanca, temos

Logo, 2H — 3h = 0. Além disso, H + h = x.
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No que segue, denotamos a area do triangulo AXY Z por A(AXY Z). Célculo da érea do triangulo APBM.

Resolvendo o sistema de equagoes, obtemos h =

A(APBM) = A(AABM)— A(AABP)
BM - .4B-h

S
s

)
2

-xr e —

N = E

x
S

8

R
cn\aww.\&a



Finalmente, a area do quadrilatero PMCN ¢é dada por

A(PMCN) = A(ANCB)—- A(APBM)
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Portanto, a razao entre as areas do quadrilatero PMCN e do quadrado (JABCD serd

A(PMCN) 1

APMON) _ 5 _ 1 (1)
A(OABCD) 22 5

2

Solugao 2.

Temos, [PBM] + [PMCN] = [ABCD] Representamos por z a medida do lado do quadrado ABCD, temos
NC = CM = §. Como os triangulos ACME e ABM A sao congruentes (critério ALA), segue que CE = z.

Aplicando o teorema de Menelaus, ao AN BC' e reta transversal m, temos:
EC PN MB
EN PB MC
Agora, substituindo as medidas dos segmentos conhecidos em relacdo a x na relacdo acima, obtemos,

r PN z/2

3¢/2 PB xz/2

1.

que fornece

PN 3 PB 2
PB 2 " PN 3
Note que as alturas H (repeito do lado BC') do ABCN e h (respeito do lado BM) do APBM satisfazem

H_BN _BP+PN _ 3 _5

h BP BP 2 2

Resultado que segue usando a semelhanca dos triangulos NCB e PQB, onde () é o pé da altura do ponto P no
segmento M B. Agora, sendo H = 3, obtemos que h = £. Assim,

BMP| _[BMP]_ ™52t 1
[BMP]+[PMCN] ~ [BCN] ~ =2 — 22 5
Isto fornece que,
[BMP] 1 [BMP] 1

1/4[ABCD] ~ 5 [ABCD] — 20
Agora, como a area do quadrilitero PMCN é a diferenca entre as dreas dos triangulos ANBC e ABMP,
obtemos

[PMCN] [NBC]—[BMP] [NBC] [BMP] 1 1 1

[ABCD] ~  [ABCD] [ABCD] [ABCD] 4 20 5
Solugao 3.
D N
E claro que os AABM ¢é congruente com ABCN, o que segue
aplicando o critério LAL. Dai, podemos obter que
y AV - OBV
L BMA = CNB
\ Portanto, ABM P ~ ABNC (semelhantes).
1
A B




Aplicando o teorema de Pitadgoras no AABM (ou ABCN), obtemos AM = BN = éﬂ, onde ¢ é o comprimento
do lado do quadrado ABC'D, pois

BN? = NC? + CB? = (£/2)° + {2 = Zﬁ.

A razao de semelhanca dos ABMP e ABNC é:

. BN ﬂ 5 _ hipotenusa deABNC
~ BM ()2 ~ hipotenusa deABMP |
Com isto, temos:
(o) VB=5E = PM =" =3
(o) Vb= = PB= ;=%
Segue que
V5. /b
. _PM-PB gt 1,
[PBM] = érea(APBM) = 5 = 5 = %K .
Logo,
1 1 4
PMCN] = [NBC] - [PBM] = (> — — = —* = _{*
[ CN|=[NBC] | ] 4£ 20£ 20€ 5€
Dai,
[PMCN] ¢

[ABCD] 2 5

Variante 01: Uma vez que a razio de semelhanca entre os triangulos ABMP e ABNC é /5, entdo a razio
entre as dreas dos tridngulos ABNC e ABM P verifica

I _[BMP] _[BNC]~[PMCN] _ _ [PMCN]

5 [BNC] [BNC] ABCD]’

Dai,

Variante 02: (trigonometria para calcular PB e PM).

D N c
o
Em ABCN, temos
M ¢ 25 L V5
P = — = - - 2 _ Y-
(o) sena N, 3 (o) cosa T, 5
2 2
A B

Agora no APBM (reto em P), usando os valores de sena e cos « obtidos acima, temos

(o) sena = PB:>PB:%.¥:§€

]
(e) COSQZ%éPM:é%:%?g

O resto segue como na solugao dada anteriormente.

Solucao 4. Usando coordenadas.
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D N C
Segundo o desenho ao lado, usando que o comprimento do lado do
t quadrado é /¢, temos:
) i A(0,0), B(£,0), C(£,£), D(0,)
r M(¢,0/2), N(£/2,0)
.
El B

A seguir, vamos determinar as coordenadas do ponto P.

— Equacao da reta r que passa por Ae M é da%la poor: )

y—0= (33—0):>y:§x

02—+
— Equacao da reta ¢t que passa por Be N, é: 0
—0=—r —/ =—2(x—1(
0= g @0 = y=—2(-0
O ponto P é a intersecao das retas r e t. )
cr— 2y = —2(r)+(t):by =20 = y=+%/{ 4 2
rix—2y=0 (r) ()2y ) y=5° Logo, P(=0,%¢).
Agora, calculamos a drea do triangulo determinado pelos pontos B, M e P, [BM P]. Temos
rp yp 1 £ 0 1 14 0 1
1 1 1/7¢ ¢ 1
zp yp 1 0 201 -3l 20 0
Como,
[PMCN] = [NBC] — [BMP] = lp_lp_2p_lp
B 4 200 20 5

Segue que,

[PMCN] £

[ABCD] 2 5

Solucao 5. Geométrica.

Consiste em dividir o quadrado ABC'D em 20 tridangulos congruentes, onde o quadrilatero PMCN é composto
por 4 desses triangulos.

D N C

@) Na figura ao lado, O é ponto médio de AD e T é ponto médio de AB.
Usando o critério ALA, os tridngulos a seguir (em azul) sdo congruentes:
0 M APMB, AQNC, AROD, ASTA

Ainda, é claro que tais tridngulos sdo retangulos. Ou seja, os dngulos
S em P, Q, R e S sao retos

1 Na figura ao lado, V' é o ponto médio do segmento QC. Como M é
ponto médio de C'B, segue que VM é paralelo a QB e VM = %QB.

Q Ainda, PMCQ é um retangulo e os tridngulos AMV P, AQPV sao
R congruentes. Além disso, é claro que (pelo critério ALA), AVMC é
© P M congruente com AQPV. Usando que OC' é paralelo a AM e que VM
s é paralelo a @B, pelo critério ALA, segue que AVCM é congruente a
APM B. Note que o quadrildtero PMCN é composto por 4 tridngulos

congruentes e que o triangulo NC'B por 5.




Finalmente, sendo os triangulos: ANCB, ATBN, ADNT e AT AD congruentes, segue que o quadrado ABCD
possui 20 triangulos menores congruentes. Dad,

[PMCN] 4 1

[ABCD] 20 5




3. Arthur encontrou uma grande quantidade de livros e teve a ideia de empilha-los na borda de uma mesa da
seguinte forma: O livro da base, ou seja, aquele que estd mais embaixo encontra-se inteiramente em cima da
mesa de modo que sua extremidade coincide com a extremidade (borda) da mesa; O 1° livro, livro do topo, se
estende metade do seu comprimento em relacao ao 2° livro; o 2° livro se estende um quarto de seu comprimento
em relacao ao 32, o 39 livro se estende um sexto de seu comprimento em relacao ao quarto e assim sucessivamente.

Taci, sua mae, perguntou: Empilhando dessa forma é possivel que o livro do topo fique inteiramente além da
mesa? E afirmou: isso s6 acontecerd se a coordenada xzg do centro de gravidade do empilhamento dada pela
média ponderada

rymy + Tromo + ...+ TpMy
mi+mg + ...+ my,

TG =

em que x1, X2, . . ., Ly 520 as coordenadas dos centros de gravidades de cada livro e my, mao, ..., m, suas respectivas
massas, estiver sobre a mesa. Sabendo que todos os livros tém a mesma forma de paralelepipedo retangulo de
base L x L e mesma massa, responda a pergunta feita por Taci justificando a sua resposta.




Solugao:

Colocando a origem do eixo x no ponto do livro mais afastado da borda da mesa temos que

"= )
L L
SRR T
L L L
B Mo T2 2
L L L L
T () BT o) BTy e
L L L L L
T o T T 2= m=2) " 2—(n-1))

Como todos os livros possuem a mesma massa m, podemos cancelar m no numerador e no denominador na

expressao de xg. Assim,

o=i st (ramen) Gy )t Gty )] @

l £ L L L
+nK2+2(n1)+2(n2)+“'+2(n(n2))>]
*iK§+2<nL—1>+2<nL—2>*"'*2@—@—2»+2<n—<1;z—1>>)}
() o0 () o2 () )+
*%{(1(;2”(2@&%2»)”"(””)(mfnmﬂ
=2 (3)re-0(3
L<2n251)- i

Como 2"2;1 é menor que 1, L 2”2;1 < L e o centro de gravidade da pilha de livros est4 sobre a mesa e

nesta condigao o livro do topo estd inteiramente além da mesa.




4. Pensando em sua seguranca, a mae de Dafne a proibiu de entrar na cozinha. Certo dia, sua mae a encontra a
um passo de entrar na cozinha. Lembrando que Dafne adora brinquedos, sua mae pega uma sacola que contém
n de seus brinquedos favoritos e n brinquedos dos quais nao se interessa muito. A cada passo que Dafne estd
prestes a dar, sua mae pega aleatoriamente um brinquedo na sacola, mostra a Dafne e depois deixa o brinquedo
no chao. Se o brinquedo em questao for um dos que ela nao se interessa muito, Dafne d4 um passo em dire¢ao
a cozinha e se for um de seus favoritos, ela d4 um passo na direcao oposta. Qual a probabilidade de que Dafne
entre na cozinha?

Solucao:

Imagine que a cozinha esta a esquerda de Dafne e que uma sequéncia de movimentos realizada por Dafne pode
ser descrita por um anagrama x de n letras D (representando os passos a direita) e n letras E (representando os
passos a esquerda). Dafne nao entrard na cozinha se qualquer prefixo x125 ... 2, de x tiver pelo menos tantos
D’s quanto E’s.

Seja a o nimero de D’s e b o niimero de E’s em um prefixo z1x2 ...z, de x. Evidentemente, tem-se a,b €
{0,1,...,n}. Entdao, em um dado momento, podemos identificar a posi¢ao de Dafne pelo par ordenado (a,b) em
R = {(a,b) € Z* : a,b € {0,1,...,n}}. O nimero de anagramas x corresponde ao nimero de caminhos de (0, 0)
até (n,n) em R que se situam abaixo da diagonal y = x.

Para contar tais caminhos, contemos todos os caminhos possiveis de (0,0) até (n,n) em R e retiremos destes
aqueles que passam pela diagonal y = . Ora, o nimero de caminhos de (0, 0) até (n,n) é simplesmente o niimero

2n
de anagramas x que contém n letras D e n letras E, ou seja, ( >
n

Agora considere um caminho que passe pela diagonal y = x. Tal caminho necessariamente toca a reta y =z + 1
em pelo menos um ponto. Para cada um desses caminhos, construimos um novo caminho da seguinte forma: o
novo caminho é idéntico ao caminho original até o primeiro ponto em que toca a reta y = x + 1. A partir desde
ponto, o novo caminho serd simétrico ao caminho original em relagao a reta y = x + 1. O caminho resultante
assim serd um caminho de (0,0) até o ponto (n — 1,n + 1). Além disso, a correspondéncia entre os caminhos
originais e os caminhos refletidos é biunivoca. Segue que o nimero de caminhos que passam pela diagonal y = =

) ( 2n >
é .
n—1

Portanto, o nimero de caminhos que se situam abaixo da diagonal é dado por

2n 2n 1 2n

n n—1) n+1\n)/)’
Sendo A o evento em que Dafne entra na cozinha, entdo a probabilidade de A ocorrer é

1 <2n>
1
P(A) =1— n—+ n/ n

omn Cn+1
n

10




9. Qual é o digito da posicdao 2021 de 8095! (Contando da direita para esquerda)?

Solugao: 8095! possui exatamente 2020 zeros em sua expansao decimal. Para verificar, basta observar que

8095 N 8095 N 80957 [8095 N 8095 _ 9090
5 25 125 625 3125 |

Temos entdo que 10202 é a maior poténcia de 10 que divide 8080 fatorial. Dessa forma defina
~8080!
T = 102020

Observe que o digito na posicao 2021 de 8095 fatorial é o digito das unidades de = e que « é diferente de zero.

Como o expoente da maior poténcia de 2 que divide 8095! é maior do que 2020, entdo x é par. Assim,

x =2 ou 4 ou 6 ou 8(mod10)

Temos que
8080! 808!
T=702020 ~ ¥ = 9302052020
8095!
2020,

27 = 52020
Note que
8095!

WE(1~2-3-4)-(6-7-8-9)...(8091-8092-8093-8094)E(1-2-3-4)10195(—1)20195—1 mod 5

Como 22029 =1 mod 5, segue que
8095!

— 92020, _ _
Assim temos o sistema de congruéncias:
=0 mod 2
r=-1 mod 5

Assim, temos que £ =4 mod 10
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