
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2021

NÍVEL 3

Caderno de Questões Com Resoluções

Q1. Edgar sempre gostou do jogo de quebra-cabeça chamado ”Cubo Mágico” seu aniversário de 33 anos, a mãe de
Edgar encomendou um bolo no formato de um cubo perfeito. Na hora de dar o primeiro pedaço do bolo, Edgar
resolveu inovar com um corte na diagonal passando pelo vértice G, pelos pontos médios dos segmentos DH e BF
e pelo vértice A, conforme a figura abaixo. Edgar deu a primeira parte retirada para a sua mãe. Em seguida ele
fez outro corte retiĺıneo perfeito passando pelos vértices I, J e paralelo a base do bolo ABCD, e deu o pedaço
de cima para seus dois filhos, Estela e Júlio. O restante do bolo (a base que restou) ele comeu com sua esposa
Lorena. Com relação aos pedaços de sua mãe, de Júlio e Estela, e de Edgar e Lorena, que fração do bolo cada
pedaço corresponde respectivamente?
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Resposta: Item (E).

Solução:
Por simetria, o primeiro corte divide o bolo ao meio, portanto a mãe de Edgar ficou com 1/2 do bolo, e resta 1/2
do bolo na mesa. O segundo corte divide o restante do bolo de modo que o pedaço de cima se encaixa na parte
de baixo que sobra por simetria. Dessa forma, esse pedaço corresponde a 1/12 do restante do bolo. Por fim, a
fração que resta para Edgar e Lorena é o quanto falta para 1 inteiro, que é igual a 1− 1/2− 1/12 = 5/12.
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Q2. Dados n um número natural e k um número inteiro, dizemos que o par ordenado (n, k) é forrozeiro quando o
polinômio p(x) abaixo é diviśıvel pelo polinômio q(x) = x− k. Em qual das alternativas há um par forrozeiro de
números?

p(x) = 1 + x+ x2 + ...+ xn−1 + xn

q(x) = x− k

(A) (2020,−1)

(B) (2020, 1)

(C) (2021,−1)

(D) (2021, 0)

(E) (2021, 1)

Resposta: Item (C).

Solução: Um polinômio p(x) é diviśıvel por q(x) se o resto r(x) da divisão de p por q é igual a zero. Além disso,
o Teorema do Resto nos diz que o resto r(x) da divisão de p(x) por q(x) = x− k, é igual p(k). Segue que

r(x) = 0 ⇔ p(k) = 0 ⇔ 1+k+k2+...+kn = 0 ⇔ kn+1 − 1

k − 1
= 0 ⇔ kn+1−1 = 0 e k ̸= 1. (1)

A equação (1) é satisfeita quando k = −1 e n+ 1 é par. Portanto, os pares de solução são da forma (n, k) com
n = 2p+ 1, p ∈ N e k = −1, portanto uma solução está expĺıcita em (c).
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Q3. Em softwares de edição de imagens, celulares, televisores e monitores, um dos sistemas de cores utilizados é o
RGB (Red, Green, Blue). Neste sistema cada cor é representada em 256 ńıveis sendo do ńıvel 0 ao 255. O ńıvel
0 representa a ausência de cor enquanto o ńıvel 255 representa a cor pura, e as variadas cores são produzidas
como uma combinação destes ńıveis. Assim, uma cor é representada por uma terna (X, Y , Z) em que X, Y e Z
são números inteiros que variam de 0 a 255.

Entretanto alguns “softwares” com a representação da cor no sistema de numeração hexadecimal (base 16) com
d́ıgitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B,C,D,E, F , gerando para cada cor um código na forma #αβγ que possui 6
d́ıgitos onde o α representa o X em hexadecimal, o β representa o Y e o γ representa o Z. Considerando a cor
abaixo com representação decimal no sistema RGB dada por (206 103, 120) e considerando o número 206103120, a
soma do numero de 6 d́ıgitos formado pelo código da cor em hexadecimal e a representação do número 206103120
em hexadecimal é dada por:

(A) D0398A8

(B) D1749C8

(C) C1789D8

(D) C079AD8

(E) D0849C8

Resposta: Item (B).

Solução: Para encontrar o código da cor, precisamos encontrar quanto é 206, 103 e 120 em hexadecimal. Para
isso, calculamos a divisão inteira de 206 por 16 que dá 12 como quociente e resto 14. Logo 206 em hexadecimal
será CE. Fazendo o mesmo com 103 e 120 obtemos 103 dividido por 16 tem quociente igual a 6 e resto 7, e 120
dividido por 16 tem quociente 7 e resto 8. Assim, 103 corresponde a 67 em hexadecimal e 120 a 78. O tom de
rosa obtido acima tem código hexadecimal dado por #CE6778.

Para determinar 206103120 em hexadecimal, dividimos 206103120 por 16 o que nos dá 12881445 com resto 0
que é 0 em hexadecimal. Logo o d́ıgito das unidades é 0. Para encontrar o d́ıgito da “dezesseiszena”, pegamos
12881445 e dividimos por 16, obtendo 805090 com resto 5, que é 5 em hexadecimal. Dividindo agora 805090 por 16,
encontramos 50318 com resto 2 que é 2 em hexadecimal. Consequentemente o algarismo das “duzentos e cinquenta
e seistena” é 2. Continuando o processo, dividindo 50138 por 116 obtemos 3144 como quociente e resto 14, que
é o numero E em hexadecimal, 3144 dividido por 16 da 196 como quociente e resto 8, que é 8 em hexadecimal,
dividindo 196 por 16 dá 12 como quociente e resto 4, que é 4 em hexadecimal e dividindo 12 por 16 dá zero como
quociente e resto 12 que é C em hexadecimal. Assim, o numero 206103120 corresponde ao número C48E250 em
hexadecimal. Desta forma o resultado da soma em hexadecimal será CE6778 + C48E250 = D1749C8 Logo a
alternativa correta é o item (B).
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Q4. Arthur decidiu visitar seus parentes nas cidades de Caruaru, São Caetano e Água Preta, localizadas, respectiva-
mente, nos pontos B, C e D do mapa. Ao marcar no mapa o local da sua residência no ponto A em Recife, ele
notou que a medida do segmento AD no mapa é igual a medida do segmento BD. Arthur percebeu que a situação
daria uma boa questão de matemática ao verificar que DÂC = 30◦, BĈA = 50◦ e BD̂A = 100◦, conforme a
figura abaixo. Então, Arthur quer saber: qual o ângulo formado pelos segmentos que ligam a localização de seu
parente que mora em Água Preta às localizações de seus parentes que moram em São Caetano e Caruaru?

(A) 15◦

(B) 20◦

(C) 25◦

(D) 30◦

(E) 35◦

Resposta: Item (B).
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Solução: As condições AD = BD e AD̂B = 2·AĈB (com C eD no mesmo semiplano determinado pela reta AB,
conforme a figura) implicam que C pertence ao arco capaz (de centro D) do ângulo de medida 1

2AD̂B relativo

ao segmento AB. Em outras palavras, AĈB é um ângulo inscrito no ćırculo de centro D e raio AD = BD,
correspondente ao ângulo central AD̂B. Segue-se que o triângulo ACD é isósceles e portanto AĈD = 30◦. Dáı,
x = CD̂B = 180◦ −BD̂A−DÂC −AĈD = 180◦ − 100◦ − 30◦ − 30◦ = 20◦.
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Q5. Suponha que 2021 pontos são postos no interior de um quadrado que está dividido em n quadrados menores
iguais. Qual o maior valor de n que garante que um dos quadrados menores contém 10 desses pontos?

(A) 10

(B) 20

(C) 49

(D) 121

(E) 196

Resposta: Item (E).

Solução: Como o quadrado foi dividido em n quadrados menores iguais então n deve ser necessariamente um
quadrado perfeito. Além disso, podemos observar que o resto da divisão de 2021 por 9 deixa quociente 224 e
resto 5, isto é, 2021 = 224 · 9 + 5, onde 224 representaria o número de casas e o número de pombos é 9. Desde
que o número de quadrados menores (casas) é um quadrado perfeito então a expansão de 2021 é dada por

2021 = 196 · 10 + 61.

Usando o Prinćıpio da casa dos pombos generalizada garantimos que algum subconjunto de 10 pontos são cobertos
por algum dos 196 quadrados menores.
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Q6. Ao viajar pela Pirrailândia, o π-raia encontra uma cidade um tanto quanto inusitada. Nesta cidade só é posśıvel
caminhar ao longo de caminhos em forma de linhas poligonais, e para caminhar por ela, é preciso tomar um
tônico de part́ıculas “Pi” que diminui o tamanho de quem caminha ao longo desses caminhos proporcionalmente
ao comprimento de cada segmento da linha poligonal que o forma. Um dos caminhos foi constrúıdo da seguinte
forma: O construtor considerou O, A e B pontos não colineares tais que a medida demed(OA) = a, med(OB) = b,
med(AB) = c , com b < a e α um ângulo agudo entre OA e OB. Fazendo r = b/a, o construtor percebeu que
poderia obter B a partir de OA, α e r pelo processo descrito pelos dois procedimentos 1 e 2 ao final deste texto.
Desta forma, ele obteve o ponto B1 trocando OA por OB no processo acima. Depois, obteve o ponto B2 trocando
OB por OB1 e assim sucessivamente, obtendo os pontos B3, B4, .... Após construir a poligonal ABB1B2...Bn...
o construtor fez a outra margem da rua paralela à poligonal ABB1B2...Bn... O π-raia decidiu caminhar em cima
da poligonal e gostaria de saber: qual o comprimento da margem ABB1B2...Bn... ele conseguirá chegar ao fim
do caminho? Marque a alternativa que corresponde as respostas corretas para as perguntas acima.

1. Rotacione o segmento OA de α no sentido anti-horário em torno do ponto O;

2. Comprima o segmento resultante pelo fator r.

(A)
ca

b− a
, não.

(B)
ba

c− a
, sim.

(C)
cb

b− a
, não.

(D)
ca

a− b
, não.

(E)
ba

a− c
, sim.

Resposta: Item (D).

Solução: Observe que os triângulos ∆OAB e ∆OBB1 são semelhantes pois sendomed(OA) = a, med(OB) = ar,
med(OB1) = ar2,..., med(OBn) = arn−1, e assim por diante, temos

med(OB)

med(OA)
=

ar

a
= r e

med(OB1)

med(OB)
=

ar2

ar
= r,

consequentemente,

med(OB)

med(OA)
=

med(OB1)

med(OB)

e, med(BÔA) = med(B1ÔB) = α. Logo ∆OAB e ∆OBB1 são semelhantes pelo caso L.A.L. . O mesmo pode
ser dito dos triângulos ∆OBB1 e ∆OB1B2, e dos triângulos ∆OBi−1Bi e ∆OBiBi+1 com i = 1, ..., n, .... Sendo
med(AB) = c, então, med(BB1) = cr, med(B1B2) = cr2,..., med(Bn−1, Bn) = crn. Logo o comprimento da
poligonal ABB1...Bn... é

c+ cr + ...+ crn + ... = c(1 + r + ...+ rn...) (2)

=
c

1− r
=

ca

a− b
.

porém o Pirraia nunca conseguirá chegar ao fim da poligonal.
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Q7. Estudando para as Olimṕıadas de Matemática, o medalhista de ouro da IMO Pedro, se deparou com o seguinte
problema de divisibilidade: Sejam m,n, p, q números naturais tais que p2+q2+2pq+A divide m2+n2+2mn+A,,
onde A = mp +mq + np + nq + 1.. Ele percebeu que nessas condições, os números m, n, p e q satisfazem uma
determinada relação. Assinale a alternativa que contém uma relação válida.

(A) m · n = p · q
(B) m = p e n = q

(C) m = n e p = q

(D) m+ n = p+ q

(E) m− n = p− q

Resposta. Letra (D).

Solução: Note queA = mp+mq+np+nq+1 = (m+n)(p+q)+1, p2+q2+2pq = (p+q)2 em2+2mn+n2 = (m+n)2.

Faça a = m+n e b = p+ q e note que as equações p2+ q2+2pq+A e m2+n2+2mn+A se reduzem as equações
b2 + ba+ 1 e a2 + ab+ 1, respectivamente.

Por hipótese, b2 + ba+ 1 divide a2 + ab+ 1 então, em particular, b2 + ba+ 1 ≤ a2 + ab+ 1 e consequentemente
b ≤ a. Além disso, b2 + ba + 1 > a − b. A igualdade b(a2 + ab + 1) − a(b2 + ba + 1) = b − a implica que a − b
é diviśıvel por b2 + ba + 1. Se a ̸= b então b2 + ba + 1 ≤ a − b. O que é um absurdo, logo a − b = 0, isto é,
m+ n = p+ q, e portanto a alternativa correta é a letra (d).
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Q8. Uma determinada loja de livros de matemática resolveu fazer uma promoção que proporcionava 35% de desconto
nos livros. Para obter o desconto, os clientes precisavam usar um cupom com um número de seis d́ıgitos dado por
80AB35 que é múltiplo de 99, e assim precisavam descobrir os valores de A e B. Assinale a alternativa abaixo
que contém um posśıvel valor de A.

(A) 2

(B) 5

(C) 7

(D) 8

(E) 9

Resposta: Item (D).

Solução: Note que 100 = 99 · 1 + 1, ou seja, o resto da divisão de 100 por 99 é 1. Observe que

80AB35 = 80 · 1002 +AB · 100 + 35.

Portanto, 80 ·1002+AB ·100+35 é múltiplo de 99. Como o resto da divisão de 100 por 99 é 1, o resto da divisão
de 80AB35 por 99 é o mesmo que o resto da divisão de 80 +AB + 35 por 99. Logo,

80 +AB + 35 = 99q, para algum q ∈ N.

Dessa maneira,
AB = 99q − 80− 35, para algum q ∈ N.

Testando os valores de q, quando q = 1 temos um valor negativo. Para q = 2 temos AB = 83 e, por fim, se q > 2
o resultado possui três ou mais d́ıgitos, portanto o único valor posśıvel é A = 8.
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Q9. Seja n um número par maior do que zero. Uma sequência de n números reais é dita “Recifense” se para todo
inteiro m com 1 ≤ m ≤ n a soma dos m primeiros termos ou a soma dos últimos m termos é um número inteiro.
Com base nesta definição, julgue as afirmações A, B, C, D e E a figura abaixo, associando (V) se a afirmação
for VERDADEIRA e (F) se a afirmação for FALSA.

A. Se n = 2k, onde k é par, então a sequência
a1 = 1,

a2 = a3 = a4 = . . . = ak−1 = 1/2,

ak = 1, ak+1 = ak+2 = ak+3 = . . . = a2k = 1/2,

é Recifense.

B. Se uma sequência (a1,a2) é Recifense então a1 e a2 são inteiros.

C. Se (a1, a2, ..., ak, ak+1, ..., a2k) é uma sequência Recifense então ak ou ak+1 deve ser inteiro.

D. É posśıvel encontrar uma sequência Recifense com apenas um número inteiro.

E. Uma sequência Recifense precisa conter no mı́nimo dois números inteiros

A – (V) (F) Afirmação A.

B – (V) (F) Afirmação B.

C – (V) (F) Afirmação C.

D – (V) (F) Afirmação D.

E – (V) (F) Afirmação E.

Resposta: VVVFV

Solução:

A – (V) Afirmação verdadeira. Note que se 1 ≤ m ≤ 2k é ı́mpar então a soma dos m primeiros números da
sequência é inteiro. Além disso, se m é par, a soma dos m últimos números da sequência é inteiro.

B – (V) Afirmação verdadeira. Para o caso n = 2, temos que a1 ou a2 deve ser inteiro (m = 1) e como a1 + a2
é inteiro (m = 2), devemos ter que ambos são inteiros.

C – (V) Afirmação verdadeira. Seja n = 2k, com k > 1, como a1 + a2 + . . .+ ak ou ak+2 + . . .+ a2k é inteiro
como a1 + a2 + . . .+ a2k−1 + a2k é inteiro (m = 2k) ambos números tem que ser inteiros. Além disso como
a1 + a2 + . . .+ ak−1 ou ak+2 + . . .+ a2k é inteiro (m = k − 1), um dos números ak ou ak+1 deve ser inteiro.

D – (F) Afirmação falsa. Pelo item anterior ak ou ak+1 é inteiro. Ademais sendo m = 1, temos a1 ou a2k
deve ser inteiro, logo devemos ter ao menos 2 números inteiros. Logo, é imposśıvel construir uma sequência
Recifense com apenas 1 inteiro.

E – (V) Afirmação verdadeira. De fato, pelos itens anteriores, basta exibir uma sequência Recifense com
apenas dois inteiros. Sendo n = 2k, com k ı́mpar, basta tomar a1 = 1, a2 = a3 = a4 = . . . = ak =
1/2, ak+1 = 1, ak+2 = ak+3 = . . . = a2k = 1/2.
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10. Para uma festa do π-raia, os convidados foram identificados com um crachá que tinha os números da forma
3a · 7b · 11c, com a ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, e c ∈ {zum número inteiro|z ≥ 0}. Verifique as afirmações
a seguir atribuindo (V) se a afirmação for VERDADEIRA e (F) se a afirmação for FALSA.

A – (V) (F) O número de convidados, para cada c fixado, é múltiplo de 15.

B – (V) (F) Existe c, tal que, o número de convidados é ı́mpar.

C – (V) (F) A soma dos valores dos crachás dos convidados, para qualquer c, é sempre par.

D – (V) (F) A soma dos valores dos crachás dos convidados, para qualquer c, é sempre diviśıvel por 13.

E – (V) (F) Existe c, tal que, a soma dos valores dos crachás dos convidados é diviśıvel por 16.

Resposta: VFVVF

Solução:

A – (V) Afirmação verdadeira. Temos 6 opções para a escolha do expoente do 3 e 5 opções para o expoente
do 7. Pelo Prinćıpio Multiplicativo o número de convidados para cada c é 6× 5 = 30.

B – (F) Afirmação falsa. pelo item anterior, o número de convidados para cada c é 30. Portanto é sempre
uma quantidade par.

C – (V) Afirmação verdadeira. A soma s dos valores dos crachás dos convidados é dada por

s = (30 + 31 + · · ·+ 35)(70 + 71 + · · ·+ 74)(11c)

s é o produto de duas progressões geométricas. Assim,

s =

(
36 − 1

3− 1

)
·
(
75 − 1

7− 1

)
· (11c) = (364) · (2801) · (11c).

fatorando s obtemos

s = (22 · 7 · 13) · 2801 · (11c).

Claramente s é sempre par.

D – (V) Afirmação verdadeira. pelo item anterior s é diviśıvel por 13.

E – (F) Afirmação falsa. Pelo item anterior, para cada valor de c temos

s = (22 · 7 · 13) · 2801 · (11c).

Sendo 16 = 24 e 2.801 ı́mpar, s não é diviśıvel por 16 qualquer que seja o valor de c.
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