
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2021

NÍVEL 2

Caderno de Questões Com Resoluções

LEIA COM ATENÇÃO

01. Só inicie a prova após ler as instruções;

02. Coloque no ińıcio da sua folha de respostas os seus dados pessoais informados no final desta folha;

03. A prova é composta de 5 questões: 1 questão de Verdadeiro ou Falso e 4 questões dissertativas. Para
cada questão será atribúıdo um valor máximo de 60 pontos, totalizando 300 pontos;

04. As soluções deverão ser registradas preferencialmente em apenas um lado das folhas A4 brancas,
ficando proibidos os escritos no verso;

05. As soluções dos exerćıcios poderão ser feitas a lápis ou à caneta. É de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova está leǵıvel antes de enviá-la. Passagens ileǵıveis poderão ser desconsideradas;

06. Os fiscais não estão autorizados a emitir opinião nem a prestar esclarecimentos sobre o conteúdo das
provas. Cabe única e exclusivamente ao participante interpretar e decidir;

07. Se a Comissão verificar que a resposta de uma questão é dúbia ou inexistente, a questão será posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribúıdos entre as demais;

08. Duração da prova: 4 horas;

09. Após o término do exame, os (as) estudantes terão até 30 minutos para realizar a digitalização e o
envio e não podem escrever nada a mais nas provas durante esse peŕıodo. Envie também as folhas de
rascunho;

10. A prova deve ser enviada preferencialmente em um arquivo único no Google Classroom em formato
PDF. O nome do arquivo deve ser código de inscrição do estudante, exemplo 1234567891.pdf.

Nome:

Identidade: Órgão Expedidor:

Assinatura:
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Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2021

NÍVEL 2

Caderno de Questões Com Resoluções

1. No decorrer dos anos, muitas vezes nos deparamos com datas curiosas como 10/02/2001, que ao desconsiderarmos
as barras, lidas da esquerda para direita ou da direita para esquerda resultam no mesmo número. Números com
essa caracteŕıstica são chamados de paĺındromos. Em 2020, por exemplo, tivemos uma data que formou um
número paĺındromo

02/02/2020.

Verifique as afirmações a seguir atribuindo (V) se a afirmação for VERDADEIRA ou (F) se a afirmação for
FALSA.

A – (V) (F) A próxima data que forma um número paĺındromo é 12/02/2021.

B – (V) (F) A última data que formou um número paĺındromo, antes de 02/02/2020 foi 21/02/2012.

C – (V) (F) Nesta década, de 01/01/2020 à 31/12/2029 teremos 6 datas que formam números paĺındromos.

D – (V) (F) O último paĺındromo do milênio será 13/12/2131.

E – (V) (F) Durante este século, 01/01/2001 à 31/12/2100 temos 30 datas que formam números paĺındromos.

Resposta: V V F F F

Solução:

A – (V) Afirmação verdadeira. Como o próximo ano é 2021 que lido da direita para a esquerda resulta em
1202, então a próxima data a formar um número paĺındromo será 12/02/2021.

B – (V) Afirmação verdadeira. A data procurada é da forma Y X/02/20XY . Como o número Y X deve ser no
máximo 28 ou 29 (a depender do ano) e, o número XY deve ser no máximo 19, analisando as possibilidades
chegamos na data 21/02/2012

C – (F) Afirmação falsa. Temos 3 datas

02/02/2020, 12/02/2021 e 22/02/2022.

D – (F) A afirmação é falsa. O último paĺındromo do milênio será em

29/12/2192.

E – (F) Afirmação falsa. Como de 01/01/2091 à 31/12/2100 teremos 2 datas que formam números paĺındromos
e, nas outras décadas temos 3, então a resposta é 9 ·3+2 = 29. (Lembrando que o ano de 2092 será bissexto).
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2. Em um determinado páıs as cédulas de dinheiro são de $5 e de $9 apenas.

(A) É posśıvel comprar algo, que custa $31, sem receber troco ou pagar a mais por isso? Justifique.

(B) A partir de que valor, sempre é posśıvel pagar com notas de $5 e $9 sem que seja necessário receber trocos?

Solução:

(A) Considere a seguinte equação diofantina:
5x+ 9y = 1.

Para resolve-la, usaremos o algoritmo estendido de Euclides:

9 = 5 · 1 + 4

5 = 4 · 1 + 1

4 = 1 · 4 + 0

Logo, obtemos 1 = 2 · 5− 9. Multiplicando tudo por 31, ficamos com

5 · (31 · 2) + 9 · (−31) = 31.

Assim, obtemos a solução geral:

(x, y) = (62 + 9k,−31− 5k), k ∈ Z.

Queremos encontrar k ∈ Z, tal que, 62+9k ≥ 0 e 62+9k ≥ 0. Fazendo as contas obtemos k ≥ −6 e k ≤ −7.
Portanto, não existe solução em Z.

(B) Observe que

5 · 1 + 9 · 3 = 32 ⇒ 5 · (1 + t) + 9 · 3 = 32 + 5t, t ∈ N ∪ {0}
5 · 3 + 9 · 2 = 33 ⇒ 5 · (3 + t) + 9 · 2 = 33 + 5t, t ∈ N ∪ {0}
5 · 5 + 9 · 1 = 34 ⇒ 5 · (5 + t) + 9 · 1 = 34 + 5t, t ∈ N ∪ {0}
5 · 7 + 9 · 0 = 35 ⇒ 5 · (7 + t) + 9 · 0 = 35 + 5t, t ∈ N ∪ {0}
5 · 0 + 9 · 4 = 36 ⇒ 5 · (0 + t) + 9 · 4 = 36 + 5t, t ∈ N ∪ {0}

Portanto, a partir de $32, todos os valores podem ser obtidos com notas de $5 e $9.
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3. Certo dia, o π-raia e seus amigos se reuniram para jogar um jogo de RPG chamado “Numbers & Dragons”.
Durante a aventura imaginária, o π-raia encontra um aterrorizante dragão adormecido guardando um enorme
tesouro. O mestre de jogo informa ao π-raia que o dragão tem 20 pontos de vida e que se em seis rodadas o
π-raia não conseguir causar exatamente 20 pontos de dano ao dragão, ele será devorado na sétima rodada. A
cada rodada, o π-raia pode usar aleatoriamente apenas uma dentre três opções:

(i) Uma espada que causa dano de 1 ponto de vida;

(ii) um arco e flecha que causa dano de 3 pontos de vida;

(iii) uma poderosa magia que causa dano de 7 pontos de vida.

De quantos modos é posśıvel que o π-raia derrote o dragão em precisamente 6 rodadas?

Solução:
Denotando por a, b e c a quantidade de vezes que a espada, o arco e flecha e a poderosa magia foram utilizadas,
respectivamente, a condição de que o π-raia derrote o dragão em exatamente seis pode ser expressa por a+b+c = 6.
Além disso, como o π-raia precisa causar exatamente 20 pontos de dano ao dragão, temos a+3b+7c = 20. Estas
duas condições implicam que 2b+6c = 14, ou seja, b = 7−3c. Como a, b e c são inteiros não-negativos, as únicas
soluções posśıveis são: (i) a = 1, b = 4 c = 1; (ii) a = 3, b = 1 e c = 2. Analisemos as possibilidades:

– No caso (i), temos 6 modos de escolher em que rodada será usada a espada e 5 modos de escolher em que
rodada será utilizada a magia. Nas demais rodadas, o arco e flecha é utilizado. Pelo prinćıpio multiplicativo,
temos 6 · 5 = 30 modos de montar a sequência de uso das armas.

– No caso (ii), temos 6 modos de escolher em que rodada será usado o arco e flecha. Há 5 · 4 = 20 modos de
se escolher as duas rodadas onde serão utilizadas a magia, porém, contando desta forma, cada escolha foi
contada duas vezes. Logo, o número de escolhas para o uso da magia é 20/2 = 10. Por fim, só há 1 modo
de escolher as rodadas para se utilizar a espada, visto que só restam 3 rodadas para escolher e a espada foi
utilizada 3 vezes. Pelo prinćıpio multiplicativo, temos 6 · 10 · 1 = 60 modos de montar a sequência de uso
das armas.

Logo, pelo prinćıpio aditivo, o dragão pode ser derrotado em seis rodadas de 90 maneiras diferentes.
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4. Considere três quadrados arbitrários□ABCD, □AEFG e□AHIJ tendo em comum apenas o vérticeA, conforme
mostra a figura abaixo.

Se a área do triângulo ∆CFI é igual a 6, determine a área do triângulo ∆BEH.

Solução:

Podemos observar que o triângulo CFI é obtido do triângulo BEH por meio de uma rotação positiva de 45º,
seguida de uma homotetia de centro A e razão

√
2. Ou seja, os vértices B, E e H são levados, respectivamente,

nos vértices C, F e I por meio desta “Roto-homotetia”.

Sendo assim, os triângulos BEH e CFI são semelhantes com razão de semelhança igual a 1√
2
. Consequentemente,

a razão entre suas áreas é igual a
(

1√
2

)2
= 1

2 , ou seja,

[BEH] =
1

2
· [CFI] =

1

2
· 6 = 3.
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De outra forma, mais detalhada:

Seja α = ∠HAG. Os triângulos IAF e HAE são semelhantes (critério LAL), pois IA
HA = AF

AE =
√
2 e ∠IAF =

∠HAE = α+ 90.

(ou seja, o triângulo IAF é obtido do triângulo HAE por meio de uma rotação positiva de 45º, seguida de uma
homotetia de centro A e razão

√
2.)

Dáı, temos que
FI

EH
=

√
2.

De maneira análoga, podemos concluir que FAC ∼= EAB e CAI ∼= BAH, ou ainda,
CF

BE
=

IC

HB
=

√
2.

Logo,
FI

EH
=

CF

BE
=

IC

HB
=

√
2.

Desta forma, os triângulos CFI e BEH são semelhantes (critério LLL) de razão de semelhança igual a
√
2.

Consequentemente, a razão entre suas áreas é igual a (
√
2)2 = 2, ou seja,

[CFI] = 2 · [BEH] ⇒ [BEH] =
1

2
· 6 = 3
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5. Considere um número n > 10 cuja representação decimal possui k d́ıgitos todos não nulos. Um número n desta
forma é dito ancorado se cada um dos inteiros obtidos quando exclúımos um d́ıgito de n é divisor de n. Por
exemplo, o número 12 é ancorado enquanto que o número 13 não é ancorado.

(A) Encontre os números ancorados de dois d́ıgitos.

(B) Prove que não existem números ancorados com mais de dois d́ıgitos.

Solução:

(A) Escreva n = 10a+b com a, b ∈ {1, 2, 3, . . . , 9}. Quando deletamos b devemos ter a|10a+b, logo a|b, portanto
b = ka, com k inteiro. Por outro lado, removendo a de n, temos que b|10a + b, logo b|10a, portanto k|10.
Desse modo, k só pode ser igual a 1, 2, 5 ou 10. Como b ≤ 9, k = 10 não é posśıvel. Se k = 1, então a = b e
11, 22, 33, . . ., 99 são soluções. Se k = 2, como b < 10, então a < 5. Logo n = 12, 24, 36 e 48 são soluções.
Por fim, se k = 5 como b < 10, então a < 2, consequentemente a só pode ser 1, logo n = 15 é solução.
Temos assim um total de 14 números ancorados com dois d́ıgitos.

(B) Escreva n = 10a + b, com b ∈ {1, 2, 3, . . . , 9} e a é um número com k − 1 d́ıgitos não nulos. Removendo o
último d́ıgito de n, por hipótese, como n é ancorado, segue que a|10a+ b, dáı a|b. Se k ≥ 3, então a tem ao
menos dois d́ıgitos, ou seja a > b, mas como a|b então a ≤ b. Absurdo! Conclúımos que se n é um número
ancorado com k d́ıgitos, então k = 2.
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