
Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2021

NÍVEL 1

Caderno de Questões Com Resoluções

LEIA COM ATENÇÃO

01. Só inicie a prova após ler as instruções;

02. Coloque no ińıcio da sua folha de respostas os seus dados pessoais informados no final desta folha;

03. A prova é composta de 5 questões: 1 questão de Verdadeiro ou Falso e 4 questões dissertativas. Para
cada questão será atribúıdo um valor máximo de 60 pontos, totalizando 300 pontos;

04. As soluções deverão ser registradas preferencialmente em apenas um lado das folhas A4 brancas,
ficando proibidos os escritos no verso;

05. As soluções dos exerćıcios poderão ser feitas a lápis ou à caneta. É de responsabilidade do(da) estudante
verificar se a prova está leǵıvel antes de enviá-la. Passagens ileǵıveis poderão ser desconsideradas;

06. Os fiscais não estão autorizados a emitir opinião nem a prestar esclarecimentos sobre o conteúdo das
provas. Cabe única e exclusivamente ao participante interpretar e decidir;

07. Se a Comissão verificar que a resposta de uma questão é dúbia ou inexistente, a questão será posteri-
ormente anulada, e os pontos, a ela correspondentes, distribúıdos entre as demais;

08. Duração da prova: 4 horas;

09. Após o término do exame, os (as) estudantes terão até 30 minutos para realizar a digitalização e o
envio e não podem escrever nada a mais nas provas durante esse peŕıodo. Envie também as folhas de
rascunho;

10. A prova deve ser enviada preferencialmente em um arquivo único no Google Classroom em formato
PDF. O nome do arquivo deve ser código de inscrição do estudante, exemplo 1234567891.pdf.

Nome:

Identidade: Órgão Expedidor:

Assinatura:
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Olimṕıada Pernambucana de Matemática 2021

NÍVEL 1

Caderno de Questões Com Resoluções

1. Toda semana, o π-raia e três de seus amigos se reúnem para jogar um jogo de RPG chamado
“Numbers & Dragons”. Após atravessar a Floresta de Steiner, eles finalmente chegam a caverna do dragão
Kruskal. O mestre do jogo explica que antes de enfrentarem o dragão, deverão passar por 3 salas cheias de
quebra-cabeças, constrúıdas para proteger o tesouro do dragão.

Ao entrarem na primeira sala, o grupo logo avista 3 estátuas, representando dois matemáticos da antiguidade, uma
de bronze, uma de pedra e outra de madeira segurando, cada uma, um vaso. Cada estátua pode ser posicionada
de 2 maneiras distintas, rotacionando-a em torno de seu próprio eixo. No centro da sala, um pedestal contendo
um único pergaminho onde lê-se:

(A) (V) (F) Há 6 maneiras de posicionar as 3 três estátuas.

Ao julgar corretamente a primeira afirmação, as 3 estátuas magicamente se voltam para o centro da sala. O
pedestal se abre, revelando 4 esferas maciças de ouro idênticas e um segundo pergaminho onde lê-se:

(B) (V) (F) Há 125 maneiras de distribuir as 4 esferas nos 3 vasos.

Após deduzir corretamente a veracidade da segunda afirmação, uma passagem ao fundo se abre levando o grupo
à segunda sala. A sala contém 4 portas enumeradas de 1 à 4 com algarismos romanos. No centro da sala, um
novo pedestal contendo um único pergaminho onde lê-se:

(C) (V) (F) Há 15 maneiras de se dividir 4 amigos em grupos.

Os amigos julgam a terceira afirmação e logo em seguida, o pedestal se abre revelando 4 chaves enumeradas
também com algarismos romanos de 1 à 4. Acompanhando as chaves estava um pergaminho onde lê-se:

(D) (V) (F) Há 8 maneiras de se tentar abrir as 4 portas utilizando as 4 chaves, se cada chave deve ser utilizada
uma única vez e nenhuma chave deve ser utilizada para abrir a sua própria porta.

Os amigos julgam corretamente a quarta afirmação e a sequência correta das chaves é revelada no próprio
pergaminho. Após inserirem as quatro chaves na sequência correta e as virarem simultaneamente, um barulho é
ouvido e o chão logo abaixo do π-raia se abre, que cai por um longo túnel até ser arremessado dentro de uma
sala escura, a terceira e última sala. No meio da sala é posśıvel ver, sobre uma gigantesca pilha de ouro, o dragão
Kruskal, que repousava após sua última refeição enquanto que no fundo da sala, sobre um pedestal, estava o
medalhão de ouro oĺımpico. Ao tentar caminhar, o π-raia tropeça no último pergaminho com a última charada:

(E) (V) (F) Considerando que se está no ponto (0, 0) e que partindo de um ponto (x, y), só é posśıvel se deslocar
para o ponto (x+1, y) ou (x, y+1), há 10 trajetos até o ponto (3, 3) que não passam pelo ponto (2, 2), onde
está o dragão.

Após responder a última charada, um caminho no chão se ilumina e o π-raia atravessa em segurança até o
medalhão. Porém, ao tomá-lo em suas mãos, o dragão Kruskal desperta, e a aventura desta semana se encerra.

Reposta: F F V F F

Solução:

A – (F). Há 2 maneiras de se posicionar a primeira estátua, 2 maneiras de se posicionar a segunda e 2 maneiras
de se posicionar a terceira. Pelo prinćıpio multiplicativo, há 2 · 2 · 2 = 8 modos de se posicionar as três
estátuas.
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B – (F). Podemos dividir em casos:

(i) Todas as esferas em um único vaso;

(ii) Um vaso com três esferas e um outro vaso com outra esfera;

(iii) Um vaso com duas esferas, e um outro com duas outras esferas;

(iv) Um vaso com duas esferas, um segundo vaso com outra esfera e um terceiro vaso com outra esfera;

No caso (i), há 3 modos de se escolher o vaso que irá conter as 4 esferas; no caso (ii), há 3 modos de se escolher
o vaso que irá conter três esferas e 2 modos de escolher o segundo vaso, logo há 3 · 2 = 6 possibilidades; no
caso (iii) há 3 modos de escolher o vaso que irá conter duas esferas, e 2 modos de escolher vaso que irá conter
as outras duas esferas; Logo, há 3 · 2 = 6 maneiras de fazer as escolha dos dois vasos. Porém, cada escolha
de dois vasos foi contada duas vezes desta maneira, logo há apenas 6/2 = 3 possibilidades neste caso; no
caso (iv) há 3 modos de se escolher o vaso que irá conter 2 esferas e 2 · 1/2 = 1 modo de se escolher os dois
outros vasos que irão conter uma esfera cada. Logo, há 3 · 1 = 3 possibilidades neste caso. Pelo prinćıpio
aditivo, temos 3 + 6 + 3 + 3 = 15 modos de se distribuir 4 esferas idênticas em 3 vasos distintos.

C – (V). Podemos dividir em casos:

(i) Um único grupo com os quatro amigos;

(ii) Três amigos em um grupo e outro em outro grupo;

(iii) Dois amigos em um grupo e dois amigos em outro grupo;

(iv) Dois amigos em um grupo, um terceiro amigo em outro grupo e um quarto amigo em outro grupo;

(v) Quatro grupos com um amigo cada.

No caso (i), há uma única possibilidade; no caso (ii), basta escolher o amigo que formará um grupo sozinho,
o que pode ser feito de 4 modos; no caso (iii) temos 4 · 3/2 = 6 modos de escolher dois grupos com dois
amigos cada. Porém, cada escolha desta foi contada duas vezes, pois não há distinção entre os grupos, logo
temos apenas 3 possibilidades para este caso; no caso (iv), basta escolher os amigos que irão formar um
grupo de duas pessoas, o que pode ser feito de 4 · 3/2 = 6 modos; no caso (v) há uma única possibilidade.
Logo, pelo prinćıpio aditivo, temos 1 + 4 + 3 + 6 + 1 = 15 modos.

D – (F). Temos 3 modos de escolher a chave que será inserida na porta de número I. Temos dois casos:

(i) A chave 1 é inserida na posição da chave que foi inserida na porta I;

(ii) A chave 1 não é inserida na posição da chave que foi inserida na porta I;

No caso (i); só há uma possibilidade para escolher as portas das chaves restantes; no caso (ii), a chave 1
pode ser inserida de 2 maneiras e, uma vez feito isso, as demais chaves só podem ser inseridas de uma única
forma. Assim, temos 3 · (1 + 2) = 9 possibilidades.

E – (F). Cada caminho de (0, 0) até (3, 3) corresponde biunivocamente à um anagrama com 3 letras D (direita)
e 3 letras C (cima). Para contar tais anagramas, basta escolher os lugares que serão ocupados pelas letras
D, o que pode ser feito de 6 ·5 ·4 = 120 modos. Porém, cada escolha destas foi contada 3 ·2 ·1 = 6 vezes, pois
as letras D são idênticas. Logo, ao todo são 20 caminhos até (3, 3). Os caminhos até (3, 3) que passam pelo
ponto (2, 2) podem ser contados da seguinte forma: contamos os caminhos de (0, 0) até (2, 2), há 4 · 3/2 = 6
tais caminhos e, em seguida, contamos os caminhos de (2, 2) até (3, 3), que são apenas 2. Logo, temos
6 · 2 = 12 caminhos de (0, 0) até (3, 3) que passam por (2, 2). Portanto, são apenas 20− 12 = 8 os caminhos
que não passam por (2, 2).
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2. Os atletas A, B, C, D e E participaram de uma corrida oĺımpica cujo trajeto consiste de uma pista reta dividida
em 5 partes. Em cada posição equivalente a 1 metro de percurso foram colocados números naturais em algumas
das pistas em ordem crescente, a partir do 1, de cima para baixo e da esquerda para a direita conforme mostra
a figura abaixo:

Os atletas pulavam os números encontrados em suas respectivas pistas. Por exemplo, o atleta D pulou no ińıcio
da corrida os números 2, 6 e 9 nas posições 1, 3 e 5, respectivamente. Além disso, todos correram pelo menos
até a distância em que se encontrava o número 2021 no percurso.

(A) Qual atleta pulou o número 2021?

(B) Em que posição no percurso aconteceu esse salto?
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Solução 1: (A) Após completar o percurso com mais alguns números, podemos analisar o padrão dos números
na pista do atleta C. A sequência de números é 7, 14, 21, . . . . Então fazemos a divisão de 2021 por 7 (ou qualquer
múltiplo de 7). No caso do 7 obtemos que 2021 = 288 × 7 + 5 = 2016 + 5. Portanto o número 2016 aparece na
pista do atleta C. Como o resto é 5, completamos os próximos 5 números e obtemos que o atleta B pula o 2021.

(B) Os números da sequência 7, 14, 21, . . . estão nas respectivas posições 4, 8, 12, . . . e dáı obtemos que o 2016 está
na posição 4×288 = 1152. Como o 2021 está 3 posições a frente, segue que 2021 está na posição 1152+3 = 1155.

Solução 2: (A) Após completar o percurso com mais alguns números, podemos analisar o padrão dos números
na pista do atleta B. Na pista do atleta B temos dois padrões diferentes nos números: um com a sequência
1, 8, 15, . . . e o outro com 5, 12, 19, . . . .

No primeiro caso temos os números da forma

1 + 7n, n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }

Verificamos se para algum valor de n temos a igualdade 1 + 7n = 2021, ou seja, 7n = 2020 para algum n ∈
{0, 1, 2, . . . }. Isso é imposśıvel, pois 2020 não é múltiplo de 7.

No segundo caso temos os números da forma

5 + 7n, n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }

Verificamos se para algum valor de n temos a igualdade 5 + 7n = 2021, ou seja, 7n = 2016 para algum n ∈
{0, 1, 2, . . . }. Isso é válido para n = 288. Logo o atleta B pulou o número 2021.

(B) Agora resta verificar em qual posição no percurso está o 2021. Para isso observamos que os números da
sequência 5, 12, 19, . . . estão nas posições 3, 7, 11, . . . , respectivamente. Portanto, correspondendo as posições da
pista onde devemos chegar ao 2021, temos os números da forma

3 + 4n, n ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }

Atribuindo o valor n = 288 obtido acima, obtemos que o número 2021 está na posição 3 + 4 × 288 = 1155, ou
seja, o salto ocorreu na posição 1155.
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3. A partir do quadrado □FGHI cuja base HI está contida na reta r, a π-veta tenta construir o triângulo ∆FHL,
onde L pertence a reta r, conforme mostra a figura abaixo.

Suponha que a área do triângulo ∆FHL seja o dobro da área do quadrado □FGHI. Calcule o valor da razão
GK
FH

.

Solução:

Por um lado, como a área do triângulo ∆FHL vale 2a2 cent́ımetros quadrados( onde a denota o comprimento
do lado do quadrado □FGHI) então

2a2 =
1

2
HL ·HF =

1

2
(HI + IL) ·HF =

1

2
(a+ IL) · a.

Logo, IL = 3 · a.
Por outro lado, como os triângulos ∆FGK e ∆KIL são semelhantes pelo critério ângulo ângulo então

GK

KI
=

FG

IL

Desde que IL = 3 · a, FG = a então

GK

a−GK
=

a

3 · a

Logo,

GK =
a

4
.

Portanto, GK
FH

= 1
4 .
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4. Durante a impressão das provas da OPEMAT de 2016, devido a um problema técnico, a impressora passou a
imprimir a letra P no lugar da letra E. Além disso, toda palavra impressa teve suas letras permutadas de lugar,
de modo que nenhuma letra ocupasse o seu lugar de origem. Quantos anagramas novos podem ser formados na
impressão da palavra OPEMAT levando estes dois problemas técnicos em consideração? Por exemplo, na situação
descrita o anagrama TAMOPP é uma das possibilidades enquanto que OPMPAT não poderá ser impresso.

Solução:

Estamos interessados em contar os anagramas da palavra OPPMAT onde nenhuma letra ocupa o seu lugar de
origem.

Temos 4 · 3 = 12 modos de escolher os lugares das letras P. Porém, cada escolha foi contada duas vezes, pois
uma permutação das letras P entre si não produz um novo anagrama. Assim, dividimos esse total por 2 obtendo
então 6 modos de escolher os lugares das letras P.

Chamemos agora de “livres” as duas letras que originalmente ocupavam esses lugares escolhidos e “não-livres”
as 2 outras letras.

Para posicionar a primeira letra não-livre temos dois casos posśıveis: (i) a primeira letra não livre é posicionado
em um dos lugares originalmente ocupados pelas letras P; (ii) a primeira letra não-livre é posicionada no lugar
da outra letra não livre.

(i) Neste caso, há 2 modos de escolher o lugar da primeira letra não-livre. A outra letra não-livre terá 2 modos
de ser posicionada (podemos escolher entre o outro lugar da letra P ou o lugar da letra que não é a segunda
letra não-livre).

(ii) Neste caso, há apenas 1 modo de posicionar a primeira letra não-livre. Ao fazermos isso, a segunda letra
não-livre torna-se livre e pode ser posicionada de 3 modos.

As 2 letras livres restantes podem ser posicionadas de 2 · 1 = 2. maneiras.

Portanto, o total de anagramas que podem ser produzidos em virtude destes dois problemas técnicos é 6 · (2 · 2+
1 · 3) · 2 = 6 · 7 · 2 = 84 modos.
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5. Alice estava bastante entediada. Para passar o tempo, com o aux́ılio de um computador, ela calculou a soma dos
algarismos do número 71004. Ela chamou essa soma de D. Não satisfeita, ela somou os d́ıgitos do número D e
obteve um novo número que ela chamou de K. Sabendo que 20 < K < 30, determine K.

Resolução. Pelo critério de divisibilidade por 9 temos que 71004 e D deixam o mesmo resto na divisão por 9.
Analogamente, D e K deixam o mesmo resto na divisão por 9.

Note que 73 deixa resto 1 na divisão por 9. Desse modo, 71002 = (73)334 deixa resto 1334 = 1 na divisão por 9.
Por outro lado, 72 deixa resto 4 na divisão por 9. Assim, pelo Lema dos Restos, 71004 = 71002 · 72 deixa resto
1 · 4 = 4 na divisão por 9. Como K está entre 20 e 30, a única possibilidade para K é 22. ■
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